1. Pokrocilé haldy

P1i analyze Dijkstrova algoritmu v oddilu ?? jsme zatouzili po haldé, kterd by
nékteré operace uméla rychleji nez obycejné binarni halda. V této kapitole postupné
odvodime tfi datové struktury: binomidlni haldu, linou binomialni haldu a Fibo-
nacciho haldu. Posledni z nich bude mit vytouzené vlastnosti.

1.1. Binomialni haldy

Zakladni funkce binomialni haldy jsou podobné binarni haldé, nicméné jich do-
sahuje jinymi metodami. Navic podporuje operaci MERGE, ktera umi rychle sloucit
dvé binomialni haldy do jedné.

Shriime na zacatek podporované operace spolu s jejich worst-case ¢asovymi
slozitostmi (tedy slozitostmi v nejhorsim piipadé). Cislo n udava pocet prvki v haldé
a haldu zde chapeme jako minimovou.

operace slozitost cinnost

INSERT O(logn)  vlozi novy prvek

MIN O(1) vrati minimum mnoziny
EXTRACTMIN  ©O(logn) vrati a odstrani minimum mnoziny
MERGE O(logn) sloudi dvé haldy do jedné

BuiLD ©(n) postavi z n prvka haldu
DECREASE O(logn)  snizi hodnotu kli¢e prvku

DELETE O(logn)  smaze prvek

INCREASE O(logn) zvysi hodnotu kli¢e prvku

Stale plati, ze podle klice neumime vyhledavat, takZze operace DECREASE,
DELETE a INCREASE musi dostat ukazatel na prvek v haldé, nikoliv jeho kli¢.

Nyni binomialni haldu definujeme. Na rozdil od binarni haldy nebude mit tvar
stromu, nybrz souboru vice tzv. binomialnich stromn.
Binomialni stromy
Definice: Rekneme, e zakofenény strom 7' je binomidlnim stromem vddu k, pokud
splinuje nésledujici pravidla:
1. Pokud je fad k roven nule, pak T obsahuje pouze kofen.
2. Pokud je fad k nenulovy, pak 7' ma kofen s pravé k syny. Tito synové
jsou kofeny podstromt, které jsou po fadé binomidlnimi stromy
radu 0,...,k — 1.
Nahled na strukturu binomialniho stromu ziskdme z obrazku m Také se po-
divejme na obrazek m jak budou vypadat nékteré nejmensi binomialni stromy.

Podame nyni tzv. rekurzivni definici binomialnich stromu, pro niz néasledné
ukdZzeme ekvivalenci s predchozi definici.
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Obr. 1.2: Pfiklady binomiélnich stromu
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Obr. 1.3: Rekurzivni definice binomialniho stromu

Definice: Zakofenéné stromy By jsou definovany takto: By obsahuje pouze kofen,
By pro k > 0 se sklada ze stromu By_1, pod jehoZ kofenem je napojeny dalsi strom
Bk—l-

Lemma R (o rekurzivni definici): Strom Bj je binomiélni strom fadu k. Kazdy
strom T, ktery je binomialni strom fadu k, je izomorfni stromu Bj.

Diikaz: Postupujme matematickou indukci. Pro k = 0 tvrzeni zjevné plati. Zvolme
k > 0. Pod kofenem stromu 7" jsou dle definice zavéSeny stromy binomidlni stromy
radu 0, ...,k —1. Odtrzenim posledniho binomialniho podstromu S fadu k —1 a po-
uzitim indukéniho predpokladu dostavame z T binomialni strom fadu k — 1, tedy
Bjy_1. Opétovnym pripojenim S zpét dostavame presné strom By.

Naopak, uvazime-li strom By, z indukce vyplyva, ze By_1 je binomialni strom
fadu k£ — 1, pod jehoz kofen jsou dle definice napojeny binomidlni stromy fada
0,...,k—2. Pod kofen By jsou tudiz napojeny binomialni stromy fada 0, ...,k —1,
tedy strom Bj je binomidlni strom fadu k. O
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Lemma V (vlastnosti binomialnich stromi): Binomialni strom 7" fadu & mé 2 vr-
cholti, které jsou rozdéleny do k£ 4 1 hladin. Kofen stromu méa pravé k synt.

Diikaz: PocCet synu kofene plyne piimo z definice binomialniho stromu, zbytek do-
kizeme matematickou indukci. Pro k = 0 ma T jisté 1 hladinu a 2° = 1 vrchol.
Uvazme k > 0. Z indukéniho predpokladu vyplyva, Ze binomiélni strom fadu k — 1
maé k hladin a 2~ vrcholfi. Uzitim lemmatu R dostavame, Ze strom T je slozeny ze
dvou stromit By_1, z nichz jeden je o hladinu nize nez druhy, coz dava hloubku k+1
stromu 7. Slozenim dvou strom® Bj,_; dostavame 2 - 25~ = 2% yrchold. O

Dusledek: Binomialni strom s n vrcholy mé hloubku O(logn) a podet synt kofene
je taktéz O(logn).

Od stromu k haldé

7 binomialnich stromid nyni zkonstruujeme binomialni haldu.
Definice: Binomidlni halda pro danou mnozinu prvku se sklada ze souboru binomi-
alnich stromta 7 = T1,...,Ty, kde:
1. Kazdy strom T; je binomialni strom.
2. Uchovévané prvky jsou ulozeny ve vrcholech stromi 7;. Kli¢ uloZeny
ve vrcholu v € V(T;) zna¢ime k(v).
3. Pro kazdy strom T; € T plati haldové usporddant, neboli pro kazdy
vrchol v € V(T;) a libovolného jeho syna s je k(v) < k(s).
4. V souboru 7T se zaddny fad stromu nevyskytuje vice nez jednou.
5. Soubor stromit 7 je usporadan vzestupné podle fadu stromu.

Jako vhodny zpusob uloZeni souboru stromti 7 tedy poslouzi napiiklad spojovy
seznam. Kazdy vrchol stromu si téz bude pamatovat spojovy seznam svych syni
a tad podstromu, jehoz je kofenem.

Lemma D (o dvojkovém zapisu): Binomidlni strom fadu k se vyskytuje v souboru
stromti n-prvkové binomiélni haldy praveé tehdy, kdyz je ve dvojkovém zéapisu c¢isla n
k-ty nejnizsi bit roven 1.

Drikaz: 7 definice binomialni haldy vyplyva, Ze binomiélni stromy dohromady obsa-
huji Z?:o b;2¢ = n vrchold, kde k je maximalni ¥a4d stromu v T a b; € {0,1}. Cislo
bipbr—1...bo tedy tvori zapis Cisla n v dvojkové soustavé. Z vlastnosti zapisu cisla
ve dvojkové soustavé plyne, Ze pro dané n jsou ¢isla b; (a tim i fAdy binomidlnich
stromt v T) uréena jednozna¢né. ]

Z lemmatu V nebo D plyne nasledujici dilezitd vlastnost:
Dusledek: Binomiélni halda s n prvky sestava z nejvyse [log, n| binomidlnich stro-
mu.
Cviceni
1. Binomialni stromy vdéci za svtij ndzev nasledujici vlastnosti: Pocet prvka na i-

té hladiné (¢islujeme od 0) binomiédlniho stromu Fadu & je roven kombina¢nimu
¢islu neboli binomidlnimu koeficientu (f) Dokazte.
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Kolik méa n-prvkova binomiélni halda lista?

Dokazte, ze libovolné prirozené c¢islo x lze zapsat jako konecny soucet mocnin
dvojky 2F1 +2F2 | tak, e k; # k; pro ruzna 4, j. Ukazte, Ze v tomto souctu
figuruje nejvyse [log, ] s¢itancd.

4. Na binomiélni strom fadu k lze pohliZzet jako na specialni kostru grafu k-roz-
mérné hyperkrychle. A to ne ledajakou, ale dokonce je to strom nejkratsich cest.
Dokazte napriklad uzitim cviceni

1.2. Operace s binomialni haldou

Nalezeni minima

Jak jsme jiz ukazali u binarni haldy, pokud strom spliuje haldovou podmin-
ku, prvek s nejmensim klicem se nachéazi v koreni stromu. Minimum celé binomialni
haldy se proto musi nachézet v kofeni jednoho ze stromi v 7. Operaci MIN tedy
postadi projit seznam T, coz potrva ¢as ©(logn). Pokud bychom tuto operaci chtéli
volat ¢asto, mtiizeme ji urychlit na ©(1) tim, Ze budeme béhem vsSech operaci udrzo-
vat ukazatel na globalni minimum. Tuto tdrzbu v ostatnich algoritmech explicitné
nepopisujeme, nybrz ji pfenechavame ¢tenafi do cviéeniE
Slévani

Operaci MERGE ponékud netypicky popiSeme jako jednu z prvnich, protoze ji
budeme nadéale pouzivat jako podproceduru ostatnich operaci. Algoritmus slévani
vezme dvé binomidlni haldy H; a Hs a vytvofi z nich jedinou binomialni haldu H,
jez obsahuje prvky obou hald.

Nejprve popiseme spojeni dvou binomialnich stromi stejného radu. Pfi ném je
potfeba napojit kofen jednoho stromu jako posledniho syna kofene druhého stromu.
Ptitom musime déat pozor, aby ztstalo zachovano haldové usporadani, takze vzdy
zapojujeme kofen s vétsim prvkem pod kofen s mensim prvkem. Vznikne binomialni
strom o jedna vyssiho rfadu.

Procedura MERGEBINOMTREES (spojeni binomiélnich stromi)

Vstup: Stromy Bj, By z binomidlni haldy (7dd(B;) = 7dd(Bs))

Pokud k(koten(B1)) < k(koten(Bsz)):
Pfipojime koten(Bs) jako posledniho syna pod kofen(By).
B <+ B;

Jinak:
Pfipojime kofen(Bj) jako posledniho syna pod kofen(Bs).
B + B

7ad(B) + 7dd(B) + 1

Vystup: Vysledny strom B

S U W

=~

Algoritmus BHMERGE svym pribéhem bude pfipominat algoritmus ,,Skolniho“
séitani ¢isel pod sebou, byt ve dvojkové soustave.
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Pri s¢itani dvojkovych ¢isel prochazime obé ¢isla soucasné od nejnizsiho fadu
k nejvyssimu. Pokud je v daném fadu v obou ¢islech 0, piSeme do vysledku 0. Pokud
je v jednom z Cisel 0 a ve druhém 1, piSeme 1. A pokud se setkaji dvé 1, piSeme 0
a prenasime 1 do vyssiho fadu. Diky pfenosu se pak ve vyssim fadu mohou setkat
az tfi 1, a tehdy piSeme 1 a posilame pienos 1.

Podobné pracuje slévani binomialnich hald: binomialni strom fadu 7 se chova
jako dislice 1 na i-tém radu cisla. Prochazime tedy obéma haldami od nejnizsiho
fadu k nejvyssimu a kdykoliv se setkaji dva stromy téhoz fadu, slou¢ime je pomoci
MERGEBINOMTREES, coz vytvofi strom o jedna vyssiho fadu, ¢ili prenos.

Protoze udrzujeme soubory stromt hald usporadané dle fadu binomiélnich stro-
mi, 1ze algoritmus realizovat priichodem dvéma ukazateli po téchto seznamech, jako
kdyz slévame setiidéné posloupnosti. Rady stromt nep¥itomné v haldé pii tom pii-
rozené preskakujeme.

Procedura BEMERGE (slévani binomiélnich hald)

Vstup: Binomialni haldy A, B

1. Zalozime prazdnou haldu C.
2. p <« nedefinovdno d prenos do vysstho Tdadu
3. Dokud A i B jsou neprazdné nebo je p definovano:

4. Tq < nejnizsi ¥a4d stromu v A, nebo +oo pro A =0
5. rp < nejnizsi ¥ad stromu v B, nebo +o0o pro B = ()
6. rp < Fad stromu p (nebo oo, pokud p neni definovano)
7. T <— min(ry, rp, 7p)
8. Pokud r = +00, skon¢ime. < uZ nent co slévat
9. S« 0 < sem uloZime stromy, které budeme spojovat
10. Pokud r, = r, pfesuneme strom nejnizsiho ¥fadu z A do S.
11. Pokud 7, = r, pfesuneme strom nejnizsiho fadu z B do S.
12. Pokud p je definovano, pfididme p do S. 4 must byt rp, =1
13. Pokud |S] > 2:
14. Odebereme dva stromy z S a oznac¢ime je x a y.
15. p < MERGEBINOMTREES(z, y)
16. Pokud v S zbyva néjaky strom, presuneme ho na konec haldy C.

17. Pokud je A nebo B neprazdné, pfipojime ji na konec haldy C.
Vystup: Binomialni halda C' posklddana z prvka A a B

Pozorovani: Algoritmus BHMERGE je korektni a jeho ¢asova slozitost je O(logn).
Vkladani prvka a postaveni haldy

Operaci INSERT vyfeSime snadno. Vytvofime novou binomialni haldu obsahujici
pouze vkladany prvek a néasledné zavolame slévani hald.

Snadno nahlédneme, Ze pouhé preusporadani stromi pii pridani nového prvku
tak, aby v seznamu nebyly dva stromy stejného fadu, mize v nejhorsim pripadé
vyzadovat cas O(logn).
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Procedura BHINSERT (vkladéni do binomidlni haldy)
Vstup: Binomialni halda H, vkladany prvek z

1. Vytvofime binomidln{ haldu H' s jedingm prvkem z.
2. H < BHEMERGE(H, H’)
Vystup: Binomialni halda H s vlozenym prvkem zx

Tvrzeni: Operace INSERT mé ¢asovou slozitost O(logn). Pro zpodatku prazdnou
binomialni haldu trvéa libovolné posloupnost k volani operace INSERT ¢as ©(k).

vy

bude ve slévani hald. Slévani zvladneme v case ©(logn), tedy i vkladani prvku bude
mit v nejhorsim piipadé logaritmickou ¢asovou slozitost.

Zde je vsak jedna ze slévanych hald jednoprvkova. V nejhor$im pripadé se
samoziejmé muze stat, ze puvodni halda obsahuje vSechny stromy od By az po
Biiog, n1-1, takze pii slévani dojde k Tfetézové reakci a postupné se vSechny stromy
slou¢i do jediného, coz si vyzada O(logn) operaci. UkdZzeme ovSem, Ze se to nemuze
dit casto.

Vyuzijeme skutecnosti dokazanych pro binarni pocitadlo v kapitole ??. Ptipo-
menme, ze provedeme-li posloupnost & inkrementd na pocitadle, které bylo zpocat-
ku nulové, stravime celkové ¢as O(k). Opakované volani BHINSERT je ekvivalentni
opakovanému inkrementu bindrniho pocitadla. Operace souc¢tu dvou jednickovych
bit potom odpovida operaci sliti dvou binomidlnich stromt. Pii pouziti procedu-
ry BHMERGE sta¢i odhadnout pouze maximéalni pocet volani MERGEBINOMTREES,
z ¢ehoz vyplyva celkova Casova slozitost ©(k) pro k voléni procedury BHINSERT. [J

Analyza operace INSERT déva navod na realizaci rychlé operace BUILD pro
postaveni binomiédlni haldy: opakované volame na zpocatku prazdnou binomialni
haldy operaci INSERT.

Diisledek: Casova sloZitost operace BUILD pro n prvki je ©(n).

Na rozdil od binarni haldy, jejiz rychla stavba vyzadovala specialni postup, zde
pro rychlé postaveni binomialni haldy stacilo pouze lépe analyzovat ¢asovou slozitost
INSERTU.

Odstranéni minima

P1i odstraniovani minima z binomialni haldy H opét vyuzijeme operaci MERGE.
Nejprve priichodem souboru stromid najdeme binomialni strom M, jehoz kofen je
minimem haldy H, a tento strom z H odpojime. Nasledné ze stromu M odtrhneme
kofen a vSechny jeho syny (vCetné jejich podstromi) vlozime do nové binomidlni
haldy H’. Tato operace je pomérné jednoduchd, nebot se mezi syny dle definice
binomi4lniho stromu nevyskytuji dva stromy stejného fddu. Nakonec slijeme H s H',
¢imz se odtrzené prvky zacleni zpét.

Procedura BHEXTRACTMIN (odebrani minima z binomialni haldy)
Vstup: Binomidlni halda H

1. M < strom s nejmensim kofenem v haldé H
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2. m + k(koten(M))

3. Odebereme M z H.

4. Vytvofime prazdnou binomialn{ haldu H'.

5. Pro kazdého syna s kofene stromu M:

6. Odtrhneme podstrom s kofenem s a vlozime jej do H'.

7. Zrusime M. a4 zbude jen koten, ktery zrusime
8. H < BHMERGE(H, H’)

Vystup: Binomialni halda H s odstranénym minimem m

Tvrzeni: Casova slozitost operace BHEXTRACTMIN v n-prvkové binomialni haldé
je ©(logn). Libovolna korektni implementace operace BHEXTRACTMIN mé ¢asovou
slozitost Q(logn).

Diikaz: Nalezeni minima trva ¢as O(log n), protoze v souboru stromt je jich jen loga-
ritmicky mnoho. Vytvoieni haldy H’ pro podstromy odstrafiovaného kofene zabere
nejvyse tolik ¢asu, kolik podstromt do ni vkladame, tedy O(logn). Slévani hald mé
také logaritmickou slozitost, takze celkova slozitost algoritmu v nejhorsim piipadé
je ©(logn).

Dolni odhad slozitosti odstraniovani minima ziskame z dolniho odhadu slozitosti
tfidéni velmi podobné, jako jsme podobnou skute¢nost dokazali u bindrni haldy (viz
kapitola ??). Kdyby existoval algoritmus na odstranéni minima s ¢asovou slozitosti
lepsi nez O(logn), zkonstruovali bychom tfidici algoritmus takto: Vlozili bychom
n tfidénych prvkia operaci BUILD do haldy a nasledné n-nasobnym odstranénim
minima vypsali usporadanou posloupnost. Tento algoritmus by vSak mél ¢asovou
sloZitost lepsi nez O(nlogn), coz je spor s dolnim odhadem slozitosti t¥idéni. O

V tvodu této kapitoly jsme zminili jeSté operace DECREASE, DELETE a INCREASE, i
které dostanou ukazatel na binomialni haldu a ukazatel na prvek v ni a provedou po
fadé snizeni klice prvku, smazani prvku a zvyseni klice. Tyto operace pfenechame
Ctenafi jako cviceni E E a
Cviceni

Preformulujte vsechny definice a operace pro maximovou binomialni haldu.

2.  Rozmyslete detaily reprezentace binomialni haldy ve vasem oblibeném progra-
movacim jazyce tak, aby byla zachovana casova slozitost vsech operaci.

3. U binomialni haldy lze minimum (pfesnéji referenci na kofen obsahujici mi-
nimum) udrZovat stranou, abychom k nému mohli pfistupovat v konstantnim
case. Upravte vSechny operace tak, aby zaroven udrzovaly odkaz na minimum
a nezhorsily se jejich ¢asové slozitosti.

4. Navrhnéte operaci DECREASE s ¢asovou slozitosti ©(logn). Nezapomeiite, Ze
bude treba do reprezentace haldy v paméti doplnit dalsi ukazatele a ty udrzovat.

Navrhnéte operaci DELETE s ¢asovou slozitosti ©(logn).

Navrhnéte operaci INCREASE s ¢asovou slozitosti ©(log n).
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7* Pokuste se definovat trinomidini haldu, jejiz stromy budou mit velikost mocnin
trojky. Od kazdého fadu se pfitom v haldé budou smét vyskytovat az dva
stromy. Domyslete operace s touto haldou a srovnejte jejich slozitosti s haldou
binomialni.

1.3. Lina binomialni halda

Alternativou k ,pilné* binomidlni haldé je tzv. lind (lazy) binomidlni halda.
Jeji princip spociva v odlozeni nékterych tkond pfi vkladani prvkid a odstranovani
minima, dokud nejsou opravdu potfeba. Ukazeme, Ze tento postup sice zhorsi ¢aso-
vou slozitost v nejhorsim piipadé, ale amortizované bude odebirani minima nadale
logaritmické, a nékteré dalsi operace dokonce konstantni.

Definice liné binomialni halda se téméf nelisi od pilné. Pouze povolime, Ze se
v souboru stromt muze vyskytovat vice stromu stejného fadu. Reprezentace struk-
tury v paméti bude stejnd jako u pilné haldy, tedy pomoci spojovych seznamii. Navic
se bude hodit, aby seznamy byly obousmérné a kruhové.

Operace sliti dvou hald, kterou vyuziva vkladani prvku i vypusténi minima,
se znacné zjednodusi. Vzhledem k tomu, ze se fady strom@ mohou v haldé opa-
kovat, sliti realizujeme spojenim seznamil stromt obou hald, coz jisté zvladneme
v konstantnim case.

Vstup: Liné binomialni haldy H;, H,

1. Zalozime novou haldu H.
2. Seznam stromd v H < spojeni seznamt stromid v H; a Hs.
Vystup: Lina binomialni halda H poskladana z prvkt H; a Ho

Operace INSERT pro vlozeni nového prvku do haldy je opét realizovana jako
sliti haldy s novou, jednoprvkovou haldou.

Aby halda nezdegenerovala v obycejny spojovy seznam, musime ¢as od ¢asu
provést tzv. konsolidaci a stromy sloucit tak, aby jich bylo v seznamu co nejméné.
jako u pilné binomialni haldy: Odtrhneme minimélni kofen, z jeho synd udélame
haldu a tu nésledné vyse popsanym zptisobem slijeme s ptivodni haldou. Na zavér
provedeme nasledujici konsolidaci.

Vsechny stromy rozdélime do [logn] + 1 pfihrddek (¢islovanych od 0) tak, ze
v i-té prihradce se budou nachézet vSechny stromy fadu i. Jiz vSak nemutzeme ¢init
zadné predpoklady o poctech stromil v jednotlivych pfihradkach.

Proto budeme prochazet prihradky od nejnizsiho fadu k nejvyssimu a kdykoliv
v nékteré objevime vice stromii, budeme je odebirat po dvojicich a sluc¢ovat. Sloucené
stromy budou mit o jedna vyssi fad, takze je prehodime o prihradku vyse a vytesime
v nasledujicim kroku. Nakonec tedy v kazdé prihradce zbude nejvyse jeden strom.
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Procedura LAzyYBHCONSOLIDATION (konsolidace liné binomidlni haldy)
Vstup: Lina binomialni halda H o n prvcich
1. Pfipravime pole P[0... [logn]] spojovych seznam.
2. Pro kazdy strom T'v H:
3. Odtrhneme T z H.
Vlozime T do P[rdd(T)].
Pro vSechna i = 0,..., [logn]:
Opakujeme, dokud jsou v P[i] alespoii dva stromy:
Odtrhneme dva stromy Bi, By z PJi].
B < MERGEBINOMTREES(B;, Bs)
Vlozime B do P[i + 1].
10. Pokud v PJi] zbyl strom T
11. Pfesuneme T z PJi] do H.
Vystup: Zkonsolidovana halda H

© 0N o

Nyni miizeme presnéji popsat mazani minima.
Procedura LAZYBHEXTRACTMIN (odebrani minima z liné binomialni hal-

dy)
Vstup: Lind binomialni halda H

1. M < strom s nejmensim kofenem v haldé H

m < k(koten(M))

Odebereme M z H.

Odtrhneme seznam S podstromu kotene stromu M.

Pfipojime S do seznamu stromi H.

Zrusime M. a4 zbude jen koten, ktery zrusime
7. H < LAzYBHCONSOLIDATION(H )

Vystup: Lina binomialni halda H s odstranénym minimem m

A o

Analyza liné binomialni haldy

Pro ucely amortizované analyzy zvolime potencidl & = cg - t, kde t je celko-
vy pocet stromu ve vSech haldach, kterych se nase operace tykaji, a ce je vhodnd
konstanta, kterou uré¢ime pozdéji. Pro ilustraci a analyzu penizkovou metodou si
muzeme predstavit, ze na kazdém stromu lezi polozeno cg minci. Oznacime ®; hod-
notu potencialu po provedeni i-té operace. Zjevné plati, ze ®¢ < Py, kde k je pocet
provedenych operaci, nebot na pocéatku jsou vSechny struktury prdzdné a na konci
je ve strukturach nezdporny pocet stromd.

Lemma: Uvazme volani procedury LAZYBHCONSOLIDATION(H) pro haldu H s nej-
vyse n prvky. Jeho skuteénd cena je ©(logn + pocet stromi H) a jeji amortizovand
cena je O(logn) vzhledem k potencidlu ®.

Diikaz: Oznacme t pocet stromtt H pred provedenim konsolidace, A amortizova-
nou cenu konsolidace a C' skuteénou cenu konsolidace. Inicializace pole P zabere
¢as ©(logn), stejné tak prichod piihrdadkami. Vkladani stromt do P trva linedrné
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s poc¢tem stromti v H. Stejné tak jejich nasledné spojovéani, nebot kazdym spojenim
ubude jeden strom. Je tedy C' < ¢1(logn + t) pro jistou konstantu c;.

Abychom ukézali, Ze amortizovana cena A konsolidace je logaritmicka, staci
ovéfit A = C + AP = O(logn), kde AP je zména potencidlu. Oznaéme t' pocet
strom® v H po provedeni konsolidace; ziejmeé t’ < [log, n]. Tedy plati A < ¢4 (logn+
t)+ca(t' —t) < co(logn+t)+ce(t' —t) = O(logn), za predpokladu ze cp > ¢;. O

Lemma: Uvazme volani procedur LAZYBEMERGE(H1, Hs) a LAZYBHINSERT(H, z).
Jejich skuteénd cena je ©(1) a jejich amortizované cena je ©(1) vzhledem k poten-
cidlu .

Dikaz: Béhem slévani dvou hald se provede pouze konstantné mnoho operaci, tedy
skutecnéd cena je konstantni. Zména potencidlu je nulové, protoze celkovy pocet
stromi se nezméni, a tedy amortizovana cena je téz konstantni.

Vkladani do haldy nejprve zalozi jednoprvkovy strom, coz ma konstantni sku-
tecnou cenu a zvysi potencial o cg, takze amortizovana cena je téz konstantni. Poté
provedeme slévani, ¢imz skuteénou ani amortizovanou cenu nezhorsime. O

Lemma: Uvazme volani procedury LAZYBHEXTRACTMIN(H ), kde H mé nejvyse n
prvka. Jeho skuteénd cena je ©(logn + pocet stromi H) a jeho amortizovand cena
je O(logn) vzhledem k potencidlu ®.

Diikaz: Oznacme nejprve s pocet synt kofene stromu M, které procedura prepojuje.
Jelikoz Fady stromi jsou nejvyse logaritmické, je s také O(logn).

Volbu miniméalniho stromu M si nechame na konec dtkazu. Odtrzeni M z H,
pripojeni syni kofene M do H a zruSeni M lze realizovat za konstantni skutecnou
cenu. Potencial se pfi tom zvysi o s — 1. Amortizovana cena tedy vyjde O(logn).

Oznacéme t pocet stromtt H a t' pocet stromti po provedeni konsolidace; je tedy
t’ = O(logn). Nésledna konsolidace ma podle predchozich lemmat skutecnou cenu
O(logn +t+s) = O(logn +t) < cs(logn + t) pro néjakou konstantu cs. Koneéné
zapocitame také volbu miniméalniho stromu. Tu lze realizovat ve skutetném case
O(t), jeji skutecna cena je tedy nejvySe cot pro néjakou konstantu ca. Stejné jako
u konsolidace se tato cena seCte s poklesem potencialu a vyjde amortizované cena
O(log n). Pfesnéji, pro amortizovanou cenu A plati A < cat+cz(log n+t)+ce(t'—t) <
co(logn +1t) + co(t' —t) = O(logn), za predpokladu cg > co + cs. O

Nyni zbyva stanovit, jaka bude konstanta ce v definici potencialu @: staci zvolit
cg = max(cy, ca + c3) z predchozich dikazt. Poznamenejme jesté, Zze pocet stromii
liné binomialni haldy mize byt ©(n) v nejhorsim pfipadé, a proto je slozitost operace
LAzZYBHEXTRACTMIN v nejhorsim pripadé taktéz linearni.

Shriime na zavér slozitosti zminovanych operaci liné binomialni haldy. Z nich
zbyvé ukazat jesté dolni odhad amortizované slozitosti EXTRACTMIN, ktery piene-
chédme do cviceni E
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operace worst-case ¢as  amortizovany cas

INSERT O(1) O(1)
EXTRACTMIN  O(n) O(logn)
MERGE o(1) O(1)

Vyznam liné binomialni haldy vzroste pfedevsim v dalsim oddilu, kde slouzi
jako predstupen pro navrh tzv. Fibonacciho haldy.

Cviceni
1. Zjistéte, jak by se zménily slozitosti jednotlivych operaci, kdybychom v imple-

mentaci pouzivali misto obousmérného kruhového seznamu pouze jednosmérny
linearni a udrzovali zaroven ukazatel na posledni prvek seznamu.

2.  Navrhnéte operace MIN, DECREASE, DELETE a INCREASE pro linou binomialni
haldu. Jaka bude jejich skutecna a amortizovana cena?

3. Ukazte, ze slozitost EXTRACTMIN musi nutné byt Q(logn), a to jak worst-case,
tak amortizovane.

4.  Konsolidace pdrovdnim: Konsolidaci se mtizeme pokusit zjednodusit tak, ze po
spojeni dvou stromt stejného fadu vysledny strom rovnou umistime do vysled-
né haldy. Muze se tedy stat, ze ve zkonsolidované haldé se budou fady stromu
opakovat. Dokazte, Ze to neuskodi amortizované slozitosti operaci vic¢i poten-
cidlu @.

1.4. Fibonacciho haldy

Budeme pokracovat v myslence dalsiho ,zlifiovani“ jiz tak dost liné binomial-
ni haldy. Hlavnim prostfedkem bude zvolnéni pozadavku na strukturu stromi, ze
kterych halda sestava.

Definice: Fibonacciho halda pro danou mnozinu prvki se sklada ze souboru stromi
T = Tl,...,Tg, kde:
1. Uchovavané prvky jsou ulozeny ve vrcholech stromu 7;. Kli¢ ulozeny
ve vrcholu v € V(T;) znadime k(v).

2. Pro kazdy strom T; € T plati haldové usporadani, neboli pro kazdy
vrchol v € V(T;) a libovolného jeho syna s je k(v) < k(s).

3. Pro praci se strukturou se pouzivaji vyhradné operace popsané nize.

Omezeni na tvar stromi tentokrat neplynou pfimo z definice, nybrz z chovani
jednotlivych operaci.

Soubor stromu a interni reprezentaci stromd budeme opét udrzovat v kruho-
vych spojovych seznamech. Kromé toho si kazdy vrchol bude pamatovat sviyj 7dd,
tentokrat definovany piimo jako pocet synfi vrcholu. Rddem stromu se rozumi ¥ad
jeho korene.
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Operace

Fibonacciho halda podporuje nasledujici operace. Uvadime u nich ¢asové slozi-
tosti v nejhorsim pripadé i amortizované, vse vzhledem k aktudlnimu pocétu prvku n.

operace nejhure  amortizované  ¢imnost

INSERT O(1) O(1) vlozi novy prvek

MIN O(1) O(1) vratli minimum mnoziny
EXTRACTMIN  O(n) O(logn) vrati a odstrani minimum
MERGE o(1) O(1) slou¢i dvé haldy do jedné
BuiLp ©(n) O(n) postavi z n prvkid haldu
DECREASE ©(n) O(1) snizi hodnotu klice prvku
DELETE O(n) O(logn) smaze prvek

Zakladni operace Fibonacciho haldy se téméf nelisi od haldy binomialni.

e MIN realizujeme tak, ze budeme udrzovat ukazatel na minimalni ko-
fen stromu ze soubort stromt haldy a v ostatnich operacich budeme
tento ukazatel pfepocitavat. V operacich tento pfepocet nezminu-
jeme, nybrz ho pfenechdvame ¢tenéfi k rozmysleni do cviceni E

® MERGE pouze zietézi spojové seznamy obou hald.

® INSERT vyrobi jednovrcholovou haldu s novym prvkem a tuto novou
haldu spoji volanim MERGE s haldou pavodni. VSechny ptredchozi
operace maji zjevné worst-case ¢asovou slozitost ©(1).

® Operaci BUILD provedeme jako n-nasobné volani INSERT s celkovou
slozitosti ©(n).

Operaci EXTRACTMIN provedeme takika stejné jako u liné binomialni haldy.
Najdeme a odtrhneme kofen s minimalnim kli¢em, seznam jeho podstromt prohlasi-
me za novou Fibonacciho haldu a tu pfipojime k haldé ptvodni. Potom provedeme
konsolidaci: setfidime prihradkové stromy dle jejich fddd a nasledné pospojujeme
stromy stejnych rada tak, aby od kazdého rfadu zbyl nejvyse jeden strom. Spojeni
stromi funguje analogicky ke spojovani binomiélnich stromi, tedy pod koien s men-
$im prvkem pfivésime druhy strom, ¢imz fad vzroste o 1.

Hlavnim rozdilem oproti binomiélni haldé a zaroven motivaci pro pouziti Fibo-
nacciho haldy je zcela jinak fungujici operace DECREASE pro snizeni hodnoty klice.
Pokud dojde ke snizeni kli¢e, mize vzniknout porucha v usporadani haldy mezi mo-
difikovanym prvkem a jeho otcem. U binarni nebo binomialni haldy bychom tuto
poruchu vytesili vybublanim snizeného klice nahoru. Zde vsak podstrom zakotfenény
v prvku se snizenym kli¢em odtrhneme a vlozime do spojového seznamu mezi ostatni
stromy haldy. Tomuto odtrZeni a pfesunuti budeme fikat operace CUT.

Vsimnéme si, ze pokud bychom pouzivali pouze operace vkladani prvku a od-
stranovani minima, vznikaly by v souboru stromu haldy pouze binomialni stromy.
Opakované snizovani kli¢d v jednom stromu by vSak mohlo zptsobit, ze by strom
degeneroval na strom s nevhodnymi vlastnostmi, protoze by vrcholy mohly mit od-
trzeno prilis mnoho svych synt. Kazdého otce, jemuz byl odtrzen jeden syn, proto
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oznacime. Pokud byl odtrzen syn vrcholu v, ktery byl jiz predtim oznaceny, za-
volame CUT i na v. To muZe vyustit v kaskadovité odtrhéavani podstromi, dokud
nenarazime na neoznaceny vrchol, pfipadné kofen.
Algoritmus udrzuje invariant, ze kofeny stromu nikdy nejsou oznac¢ené. Operace
EXTRACTMIN s timto invariantem musi pocitat a musime ji tedy jeSté upravit:
pri zafazeni odtrzenych podstromt do haldy z jejich kofeni odstranime pripadné
oznaceni. Podobné u INSERTu je nové vytvofeny prvek neoznaceny.
Procedura FEHDECREASE (sniZeni kli¢e prvku ve Fibonacciho haldég)
Vstup: Fibonacciho halda H, vrchol x, novy kli¢ ¢
1. k(x) «+t
2. Pokud je x kofen nebo k(otec(z)) < k(z), skonéime.
3. Zavoldme FHCUT(z).

Vystup: Upravena halda H

Procedura FHCUT (odseknuti podstromu Fibonacciho haldy)
Vstup: Fibonacciho halda H, kofen x podstromu k odseknuti

1. o« otec(x)
2. Odtrhneme x i s podstromem, odstranime pfipadné oznaceni x a vlo-
Zime x do H.
3. Pokud o je oznaceny, zavolame FHCUT(0). < o jisté neni koren
4. Jinak neni-li o kofen, oznac¢ime ho.
Vystup: Upravend halda H

Konecné, operaci DELETE realizujeme snizenim kli¢e mazaného prvku na —oo
volanim DECREASE a naslednym volanim EXTRACTMIN.

Analyza Fibonacciho haldy
V analyze haldy budeme vyuzivat Fibonacciho ¢isla F;, zavedena v oddilu ??.
Bude se nam hodit jejich nasledujici vlastnost, jejiz dukaz prenechame do cviéeni

Lemma: Pro Fibonacciho ¢isla plati:

d
1 +ZF2‘ = Fyyo.

=0

Znaceni: Oznacme T, podstrom zakofenény ve vrcholu v a |T,| poéet jeho vrchold.
Tvrzeni: Po kazdé provedené operaci spliiuje halda 7 definici Fibonacciho haldy
a plati, ze je-li strom T € T ¥adu k, potom |T'| > Fyyo.

Diikaz: Vysledna halda po operacich INSERT, MIN, MERGE spliuje definici Fibo-
nacciho haldy, protoze tyto operace nijak neméni strukturu stromt. Ze stejného
divodu je po predchozich operacich zachovan vztah pro velikost stromu. Uvazme
nyni operace EXTRACTMIN a DECREASE.
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Zvolme vrchol v z libovolného stromu haldy. Indukci podle hloubky T, ukaze-
me, ze |T,| > Fji2, kde k je ¥ad v. Jestlize T, ma hloubku 0, je |T,,| = 1 = Fb.
Predpokladejme dale, ze T;,, ma kladnou hloubku a ¥ad k£ > 0. Oznacme z1, ..., Ty
syny vrcholu v v pofadi, v jakém byly vrcholy pfipojeny pod v (z1 prvni, z; posled-
ni), a ozna¢me r1,...,7 jejich fady. Dokdzeme, Ze r; > ¢ — 2 pro kazdé 2 < ¢ < k.
Nez byl z; ptipojen pod v, byly x1,...,2;_1 uz syny vrcholu v a tedy v mél rad
alesporti ¢ — 1. Stromy jsou spojovany jen tehdy, maji-li stejny fad, musel tedy také
x; mit v okamziku pripojeni pod v fad alespon 7 — 1. Od té doby mohl z; ztratit
pouze jednoho syna, coz zarucuje mechanismus oznacovani vrcholu, a tedy r; > i —2.

Jelikoz hloubky vSech T}, jsou ostie mensi nez hloubka T, z indukéniho pfed-
pokladu plyne |T;;,| > F. 42 > Fi_9)+2 = Fi. Vrcholy v a x; piispivaji do [T, | kazdy
alespon 1. Dostavame tak

k k k
T, | 22+Z|Txi| Z2+ZFi = 1+ZFi=Fk+2~

i=2 i=2 i=0
Korektnost operace DELETE plyne jednoduse z korektnosti predchozich operaci. [

7 ptedchoziho tvrzeni a toho, ze Fibonacciho ¢isla rostou alespon tak rychle
jako funkce 1.618™ (viz cviceni ??), plyne nasledujici disledek.

Dusledek: Réd kazdého stromu ve Fibonacciho haldé je nejvyse [log; ¢15 7]

Nyni pfistoupime k amortizované analyze. Jako potencial zvolime ® = cq(t +
2m), kde t je celkovy pocet stromil ve v8ech haldach, kterych se operace tykaji, m je
celkovy pocet oznacenych vrcholi v nich a ce je konstanta, kterou uréime pozdéji.
Pro predstavu analyzou pomoci penizkové metody: na kazdém stromu bude polozeno
ce minci a na kazdém oznaceném vrcholu 2ce minci.

Lemma: Uvazme volani procedur FEHMIN, FHMERGE a FHINSERT. Jejich skute¢na
cena i amortizovand cena jsou O(1) vzhledem k potencidlu ®.

Dikaz: FEHMIN pouze vraci zapamatované minimum a potencial neméni. Béhem slé-
véani hald se provede jen konstantné mnoho operaci, takze skuteéna cena je konstant-
ni. Amortizovana cena také, nebot potencial se neméni (pocet stromii se neméni, nic
se neoznacuje). Koneéné FHINSERT kromé slévani vytvoii jednoprvkovou haldu, coz
stoji konstantni skuteény cas a zvysi potencidl o konstantu. Amortizované cena je
proto opét konstantni. O

Z predchozi analyzy FHINSERT snadno vyplyne analyza FHBUILD.
Dusledek: Uvazme volani procedury FHBUILD pro n prvkia. Jeho skuteéna i amor-
tizovand cena je O(n).
Lemma: Uvazme volani procedury FHEXTRACTMIN(H ), kde H mé n prvki. Potom

jeho skutecéné cena je ©(log n+pocet stromi H) a jeho amortizovand cena je O(logn)
vzhledem k potencidlu &.

Diikaz: Ozna¢me t pocet stromit H pred odstranénim minima, A amortizovanou
cenu a C' skuteénou cenu. Volbu stromu M s nejmensim kofenem lze realizovat v ¢ase
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nejvyse cit pro vhodnou konstantu ¢;. Odtrzeni M z H, pfipojeni seznamu synu M
do H a zruSeni M lze realizovat za konstantni skuteénou cenu. Odznaceni syni M
trva ¢as linedrni k jejich poétu, coz je O(logn). Pfi konsolidaci zabere inicializace
pole ptihradek ¢as ©(logn), stejné tak prichod prihradkami, jelikoz maximalni ¥ad
stromu je O(logn). Zbyvajicich operaci, tedy vkladani stromt do pfihradek a jejich
néasledné spojovani, je ©(log n+t). Je tedy C < ca(log n+t) pro néjakou konstantu cs.

Abychom ukézali, Ze amortizovana cena A je logaritmicka, staci ovéfit A =
C+A® = O(logn), kde A® je zména potencidlu. Oznacme ¢’ poéet stromt v H a m’
pocet oznacenych vrcholtl po provedeni konsolidace. Novy pocet stromti ¢’ < c3logn
pro vhodnou konstantu c3 a m’ < m, jelikoZz se neoznacuji zadné dalsi vrcholy. Tedy
za predpokladu ¢1 +ca+c3 < cg plati A < cit+ca(log n+t)+est’ +2m’ —cg (t+2m) <
co(logn +1t) + co(t' +2m') — co(t + 2m) = O(logn). O

Z predchoziho dtkazu vidime, Zze v definici potencidlu ® staci zvolit kon-
stantu cg > c1 + c2 + c3. Z¥ejmé v nejhorsim piripadé mize v n-prvkové haldé
FHEXTRACTMIN trvat cas O(n).

Lemma: Uvazme volani procedury FHCUT(v), kde v je odsekdvany vrchol. Ozna¢me
£ pocet novych stromii, které operace pii svém béhu vytvori. Potom skute¢na cena
operace je O({) a jeji amortizovana cena je O(1) vzhledem k potencidlu ®.

Diikaz: Odtrzeni jednoho podstromu a jeho vlozeni do haldy trva konstantni cas.
Skutecna cena C' je tedy linearni s poc¢tem novych stromd ¢. FHCUT udrzuje in-
variant, Ze kofen stromu nikdy neni oznaceny. Kazdy z ¢ novych stromti mozné
s vyjimkou prvniho byl uz pfed zahdjenim operace oznaceny. Poté, co z kofeni
podstromi vznikly kofeny stromid v haldé, byly odznaCeny a nové oznacen mohl
byt jen jeden vrchol. Podet oznacenych vrcholtt m’ po konci FHCUT tedy bude
m' =m—({—1)+1 = m—~{+2. Zména potenciélu je tudiz A® = ce({+2(m'—m)) =
ce(l — 20 +4) = cg(—¢ + 4). Skutecna cena je C = O(¢), a tedy amortizovana cena
A =0+ AP = O(1) za predpokladu dostatedné velké konstanty ce v definici
potencialu ®. O

Dusledek: Slozitost procedury FHDECREASE je stejna jako u procedury FHCUT.
Diikaz: Snizeni klice obnasi kromé pfipadného odseknuti podstromu pouze konstant-
ni pocet operaci, aniz by se zménil potencial. O
Poznamka: Po provedeni FHDECREASE mitize byt v n-prvkové haldé az ©(n) novych
stromti. Tuto skutecnost pfenechavame k ovéfeni ¢tenafi do cviceni

Z analyzy FHDECREASE a FHEXTRACTMIN také plyne analyza slozitosti ope-
race FHDELETE.

Dusledek: Uvazme volani procedury FHDELETE. Jeho skuteéné cena je O(logn +
t+£), kde t je pocet stromt haldy a ¢ podet stromi vzniklych p¥i mazéni vrcholu.
Amortizovana cena ¢ini O(logn) vzhledem k potencialu ®.

Na slozitost FHDELETE v nejhorsim pfipadé se vztahuji stejné odhady jako
u FHDECREASE. Pro slozitost nékterych operaci jsme zatim ukézali pouze hor-
ni asymptoticky odhad. Dolni odhady worst-case slozitosti FHDECREASE, a tedy
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také FHDELETE, pfenechame do cviceni E dolni odhady amortizované slozitosti
FHEXTRACTMIN, a tedy také FHDELETE, pfenechame do cviéeniﬂ Tim bude ana-
Ijza viech operaci zminénych v vodu oddilu [4 kompletni.

Cviéeni

1.
2.

Dokaite, ze 1 + Z?:o F; = Fy,o.

Navrhnéte operaci FHMIN s konstantni ¢asovou slozitosti pomoci udrzovani
ukazatele na nejmensi prvek v ostatnich operacich. Bude tfeba téz znovu provést
jejich (amortizovanou) ¢asovou analyzu.

O zakofenéném stromu 1" fekneme, ze mé Fibonacciho vlastnost, pokud pro
kazdy v € V(T') fadu k je |T},| > Fi+o. Dokazte, Ze pro kazdé n existuje strom
na n vrcholech, ktery mé Fibonacciho vlastnost.

Ukazte, Ze existuje posloupnost O(n) operaci na Fibonacciho haldé takovd, ze

vSech n prvki v haldé je uloZzeno v jediném stromu, vSechny vrcholy az na jeden
maji fad 1 a vSechny vrcholy az na kofen jsou oznacené.

Dokazte, ze pii stéavajicich ostatnich operacich nemuze existovat implementace
FHEXTRACTMIN s lepsim nez logaritmickym amortizovanym casem.

Bylo by mozné ve Fibonacciho haldé také realizovat operaci zvySeni kli¢e (pro
minimovou haldu) tak, aby fungovala v lepsim nez logaritmickém case?
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