1. Geometrické algoritmy

Mnoho praktickych problém mé geometrickou povahu: mizeme chtit oplotit
jablonovy sad nejkrat$im moznym plotem, nalézt k dané adrese nejblizsi postovni
aradovnu, nebo tfeba naplanovat trasu robota trojrozmérnou budovou.

V této kapitole ukazeme nékolik zakladnich zptsob1, jak geometrické algoritmy
navrhovat. Soustfedime se pfitom na problémy v roviné: ty jednorozmérné byvaji

~evs

1.1. Konvexni obal

Byl jest jednou jeden jablotiovy sad. Kazdy podzim v ném dozravala kulatoucks
cervenoucka jablicka, tak dobra, ze je za noci chodili otrhavat vsichni tulaci z okoli.
Aby alespon ¢ast urody vydrZela do sklizné, nabizi se sad oplotit. Chceme postavit
plot, ktery obklopi vSechny jabloné a spotfebujeme na néj co nejméné pletiva.

Méné poeticky feceno: Dostali jsme néjakou mnozinu n boda v euklidovské
roviné a chceme nalézt co nejkratsi uzavienou kiivku, uvniti niz lezi vSechny body.
Geometricka intuice ndm napovida, ze hledana kiivka bude konvexni mnohothelnik,
v jehoz vrcholech budou nékteré ze zadanych bodu. Ostatni body budou lezet uvnit¥
mnohotuithelnika, pfipadné na jeho hranach. Tomu se obvykle fikd konverni obal za-
danych bodt. (Pokud se nechcete odvoldvat na intuici, trochu formélné&jsi pohled
najdete ve cvicenich [ a[f)

Obr. 1.1: Ohrazeny jablonovy sad

Pro malé pocty bodu bude konvexni obal vypadat nasledovné:
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Nagim tkolem tedy bude najit konvexni obal a vypsat na vystup jeho vrcholy
tak, jak lez{ na hranici (bud po sméru hodinovych ruci¢ek, nebo proti nému). Pro
jednoduchost budeme konvexni obal fikat pfimo tomuto seznamu vrchold.

Prozatim budeme predpokladat, Ze vsechny body maji rizné z-ové souradnice.
Existuje tedy jednoznac¢né urceny nejlevéjsi a nejpravejsi bod a ty musi oba lezet
na konvexnim obalu. (Obecné se hodi geometrické problémy Fesit nejdiive pro bo-
dy, které jsou v néjakém vhodném smyslu v obecné poloze, a teprve pak se starat
o specidlni pfipady.)

Pouzijeme princip, kterému se obvykle fikd zametani roviny. Budeme prochazet
rovinu zleva doprava (,,zametat ji pfimkou*) a udrzovat si konvexni obal téch bodi,
které jsme uz prosli.

Na pocatku mame konvexni obal jednobodové mnoziny, coz je samotny bod.
Necht tedy uz zname konvexni obal prvnich k — 1 bodt a chceme pfidat k-ty bod.
Ten urcité na novém konvexnim obalu bude lezet (je nejpravéjsi), ale jeho pfidani
k minulému obalu mtze zpisobit, ze hranice prestane byt konvexni. To 1ze snadno
napravit — stac¢i z hranice odebirat body po sméru a proti sméru hodinovych rucicek,
nez opét bude konvexni.

Napriklad na néasledujicim obrazku nemusime po sméru hodinovych rucicek

odebrat ani jeden bod, obal je v pofadku. Naopak proti sméru ruci¢ek musime
odstranit dokonce dva body.

Obr. 1.2: Pfidani bodu do konvexniho obalu

Podle tohoto principu uz snadno vytvorime algoritmus. Aby se lépe popisoval,
rozdélime konvexni obal na horni obdlku a dolni obdlku — to jsou c¢asti, které vedou
od nejlevéjsiho bodu k nejpravéjsimu ,horem* a ,spodem“.

Obé obalky jsou lomené ¢ary, navic horni obalka porad zataci doprava a dolni
naopak doleva. Pro udrzovani bodu v obélkach staci dva zasobniky. V k-tém kroku
algoritmu pfiddme k-ty bod zvlast do horni i dolni obalky. Pfiddnim k-tého bodu
se vSak muze porusit smér, ve kterém obalka zataci. Proto budeme nejprve body
z obalky odebirat a k-ty bod pfiddme az ve chvili, kdy jeho pfidani smér zataceni
neporusi.

Algoritmus KONVEXNIOBAL

1. Setfidime body podle z-ové soutadnice, oznac¢ime je by, ..., b,.
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Vlozime do horni a dolni obélky bod by: H + D + (by).
Pro kazdy dalsi bod b = b, ..., by:
Prepocitame horni obalku:
Dokud |H| > 2, H = (..., hg—1,h) a thel hx_1hpd je
orientovany doleva:
6. Odebereme posledni bod hy z obalky H.
7. Pfidame bod b na konec obalky H.
8
9

CUk @

. Symetricky pfepoéteme dolni obalku (s orientaci doprava).
. Vysledny obal je tvofen body v obalkdch H a D.

Rozebereme ¢asovou slozitost algoritmu. Set¥idit body podle xz-ové souradnice
dokézeme v ¢ase O(nlogn). P¥idani dalsiho bodu do obélek trva linedrné vzhledem
k poc¢tu odebranych bodi. Zde vyuzijeme obvykly argument: Kazdy bod je odebran
nejvyse jednou, a tedy vSechna odebrani trvaji dohromady O(n). Konvexni obal
dokéZeme sestrojit v ¢ase O(nlogn) a pokud bychom méli seznam bodu jiz utfidény,
zvladneme to dokonce v O(n).

Zbyva dotesit pripady, kdy body nejsou v obecné poloze. Pokud se to stane,
predstavime si, ze vSemi body nepatrné pootoc¢ime. Tim se nezméni, které body
lezi na konvexnim obalu, a x-ové soufadnice se jiz budou lisit. Potadi oto¢enych
bodu podle z-ové souradnice pfitom odpovida lexikografickému poradi puvodnich
bodu (nejprve podle z, pak podle y). Takze staci v nasem algoritmu vyménit t¥idéni
podle x za lexikografické.

Orientace thlu a determinanty

Pri prepocitavani obélek jsme potiebovali testovat, zde je néjaky tihel orien-
tovany doleva nebo doprava. Jak na to? Ukazeme jednoduchy zptsob zaloZeny na
linedrni algebie. Budou se k tomu hodit vlastnosti determinantu. Absolutni hod-
nota determinantu je objem rovnobéznosténu urcéeného Ffadkovymi vektory matice.
levotociva ¢i pravotociva. Protoze nas problém je rovinny, budeme pouzivat deter-
minanty matic 2 x 2.

Uvazme soufadnicovy systém v rovin€, jehoz z-ova soufadnice roste smérem
doprava a y-ova smérem nahoru. Chceme zjistit orientaci thlu hy_1hib. Oznacme
u = (21, y1) rozdil soufadnic bodi hy, a hi—1 a podobné v = (z2, y2) rozdil soutadnic
bodt b a hy. Matici M definujeme nasledovneé:

A" X9 yg
Uhel hjy_1hyb je orientovan doleva, pravé kdyz det M = 1y — @211 je nezaporny.
Mozné situace jsou nakresleny na obrazku B

Determinant pritom zvladneme spocitat v konstantnim c¢ase a pokud jsou sou-
fadnice bodi celociselné, vystaci si i tento vypocet s celymi Cisly. Poznamenejme, ze
k podobnému vzorci se lze také dostat pres vektorovy soucin vektord u a v.
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Obr. 1.3: Jak vypadaji determinanty rtiznych znamének v roviné

Cviéeni

1.

5X

Vyskytnou-li se na vstupu t¥i body na spole¢né pfimce, mize nas algoritmus
vydat konvexni obal, jehoz nékteré vnitini ihly jsou rovny 180 °. Definice obalu
to pripousti, ale nékdy to mize byt nepraktické. Upravte algoritmus, aby takové
vrcholy z obalu vynechéval.

V roviné je ddna mnozina cervenych a mnozina zelenych bodi. Sestrojte primku,
ktera obé mnoziny oddéli. Na jedné jeji strané tedy budou lezet vSechny cervené
body, zatimco na druhé vSechny zelené. Navrhnéte algoritmus, ktery takovou
primku nalezne.

Vsimnéte si, ze pokud bychom netrvali na tom, aby bylo nasich n jabloni oploce-
no jedinym plotem, mohli bychom usetfit pletivo. Sestrojte dva uzaviené ploty
tak, aby kazda jablon byla oplocena a celkové jste spotfebovali nejméné pletiva.

Naznacime, jak konvexni obal zavést formalné. Pamatujete si na linedrni obaly
ve vektorovych prostorech? Linedrni obal £(X) mnoziny vektori X je prinik
vSech vektorovych podprostori, které tuto mnozinu obsahuji. Ekvivalentné je
to mnozina vSech linedrnich kombinaci vektort z X, tedy vSech soucti tvaru
> aixi, kdez; € X aa; € R.

Podobné mtzeme definovat konvezni obal C(X) jako prinik vSech konvexnich
mnozin, které obsahuji X. Konvexni je pfitom takova mnozina, ktera pro kazdé
dva body obsahuje i celou tsecku mezi nimi. Nyni uvazujme mnozinu vsech
konveznich kombinaci, coz jsou soucty tvaru >, a;x;, kde z; € X, a; € [0,1]
ay ;=1

Jak vypadaji konvexni kombinace pro 2-bodovou a 3-bodovou mnozinu X? Do-
kazte, ze obecné je mnozina vSech konvexnich kombinaci vzdy konvexni a ze je
rovna C(X). Pro koneénou X mé navic tvar konvexniho mnohouhelniku, do-
konce se to nékdy pouziva jako jeho definice.

Hledejme mezi vSemi mnohouhelniky, které obsahuji danou kone¢nou mnozinu
bodt, ten, ktery ma nejmensi obvod. Dokazte, ze kazdy takovy mnohotthelnik
musi byt konvexni a navic rovny konvexnimu obalu mnoziny. (Fyzikilni analo-
gie: do bodt zatluceme hiebiky a natdhneme kolem nich gumicku. Ta zaujme
stav o nejnizsi energii, tedy nejkratsi kiivku. My zde nechceme zabihat do ma-
tematické analyzy, takze se omezime na lomené ¢ary.)

Mize jit sestrojit konvexni obal rychleji nez v ©(n log n)? Nikoliv, alespoii pokud
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chceme body na konvexnim obalu vypisovat v poradi, v jakém se na jeho hranici
nachézeji. Ukazte, ze v takovém piipadé miizeme pomoci konstrukce konvexniho
obalu tridit realna ¢isla. Nas dolni odhad slozitosti tfidéni z oddilu ?? sice na
tuto situaci nelze pfimo pouzit, ale existuje silngjsi (a téz81) véta, z niZ plyne,
Ze 1 na t¥idéni n redlnych ¢isel je potieba Q(nlogn) operaci. Dale viz oddilm

1.2. Pruseciky usecek

Nyni se zaméfime na dalsi geometricky problém. Dostaneme n tisecek a zajima
nas, které z nich se protinaji a kde. Na prvni pohled na tom neni nic zajimavé-
ho: n tise¢ek miize mit az ©(n?) priiseciki, takze i trivialni algoritmus, ktery zkusi
protnout kazdou tsecku s kazdou, bude optiméalni. V realnych situacich nicméné
pocet pruseciki byva mnohem mensi. Podobnou situaci jsme uz potkali pfi vyhle-
davani v textu. Opét budeme hledat algoritmus, ktery ma priznivou slozitost nejen
vzhledem k pocétu bodi n, ale také k poctu priseciki p.

Pro zacatek zase predpokladejme, Ze usecky lezi v obecné poloze. To tentokrat
znamena, ze zadné tii tsecky se neprotinaji v jednom bodé, prinikem kazdych dvou
tsecek je nejvyse jeden bod, krajni bod zadné tsecky nelezi na jiné tisecce, a konecné
také neexistuji vodorovné tsecky.

Podobné jako u hledani konvexniho obalu, i zde vyuZijeme myslenku zametani
roviny. Budeme posouvat vodorovnou pfimku odshora dold, v§imat si, jaké tsecky
zrovna protinaji zametaci pfimku a jaké mezi sebou maji priseciky.

Namisto spojitého posouvani budeme ptrimkou skdkat po uddlostech, coz bu-
dou mista, kde se néco zajimavého déje: zacdtky usecek, konce tusecek a priseciky
usecek. Pozice zacatkt a konci tsecek zname predem, prisecikové udalosti budeme
objevovat pribézné.

V kazdém kroku vypoctu si pamatujeme prirez P — posloupnost tsecek zrovna
protatych zametaci pfimkou. Tyto tGsecky méame utfidéné zleva doprava. Navic si
udrzujeme kalenddr K budoucich udalosti.

V kalendaii jsou naplanovany vSechny zacatky a konce lezici pod zametaci
primkou. Navic se pro kazdou dvojici sousednich tisecek v prifezu podivame, zda se
pod zametaci primkou protnou, a pokud ano, tak takovy prusecik také naplanujeme.
Vsimnéme si, ze tésné predtim, nez se dvé tsecky protnou, musi v prifezu sousedit,
takze na zadny prisecik nezapomeneme. Jen pozor na to, ze naplanované priseciky
musime obcas z kalendafe zase vymazat — mezi dvojici sousednich tsecek se miize
docasné vtésnat treti.

Jak to vypada, mizeme sledovat na obrézkum pro ¢arkovanou polohu zame-
taci primky lezi v priifezu tuc¢né tisecky. Krouzky odpovidaji udalostem: plné krouzky
jsou naplanované, prazdné uz nastaly. O priseciku tsecek c a d dosud nevime, nebot
se jeSté nestaly sousednimi.

Cely algoritmus bude vypadat nasledovné:
Algoritmus PRUSECIKY (pruseciky usecek)

1. Inicializujeme priifez P na (.

5 2017-05-18



Obr. 1.4: Prufez a udalosti v kalendéari

Do kalendare K vlozime zacatky a konce vSech tsecek.
Dokud K neni prazdny:
Odebereme nejvyssi udalost.
Pokud je to zacatek tisecky: zatfidime novou tisecku do P.
Pokud je to konec tisecky: odebereme tisecku z P.
Pokud je to prisecik: nahldsime ho a prohodime usecky v P.

© NSOk

Prepocitame naplanované prisecikové udalosti v okoli zmény
v P (nejvyse dvé odebereme a dvé nové pfidame).

Zbyva rozmyslet, jaké datové struktury pouzijeme pro reprezentaci prurezu
a kalendare. S kalendafem je to snadné, ten muzeme ulozit napfiklad do haldy ne-
bo do vyhledavaciho stromu. V kazdém okamziku se v kalendari nachézi nejvyse
3n udalosti: n zacatkid, n koncl a n prusecikd. Proto operace s kalendarem stoji
O(logn).

Co potiebujeme délat s prufezem? Vkladat a odebirat tisecky a pfi planovani
prisecikovych udalosti také hledat nejblizsi dalsi tisecku vlevo ¢i vpravo od aktudalni.
Nabizi se vyuzit vyhledavaci strom. Jenze jako klice v ném nemohou vystupovat
primo z-ové souradnice tsecek, respektive jejich prisecikti se zametaci pfimkou. Ty
se totiz pfi kazdém posunuti naseho ,kostéte“ mohou vSechny zménit.

Ulozime radéji do vrcholi misto souradnic jen odkazy na usecky. Ty se nemé-
ni a mezi udalostmi se neméni ani jejich poradi. Kdykoliv pak operace se stromem
navstivi néjaky vrchol, dopocitame aktualni souradnici tisecky a podle toho se roz-
hodneme, zda se vydat doleva, nebo doprava. Jelikoz priifez vzdy obsahuje nejvyse n
usecek, operace se stromem budou trvat O(logn).

Pfi vyhodnocovéani kazdé udalosti provedeme O(1) operaci s datovymi struk-
turami, takze jednu udélost zpracujeme v ¢ase O(logn). Viech O(n + p) udélosti
zpracujeme v ¢ase O((n + p)logn), coz je také ¢asova slozitost celého algoritmu.

Na zavér poznamenejme, ze existuje efektivnéjsi, byt daleko komplikovanéjsi,
algoritmus od Bernarda Chazella dosahujici ¢asové slozitosti O(nlogn + p).

Cviéeni

1. Tvrdili jsme, Ze n tsedek miize mit ©(n?) priseciki. Zkuste takovy systém
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tsecek najit.

2. Popiste, jak algoritmus upravit, aby nepotieboval pfedpoklad obecné polohy
usecek. Predevsim je potfeba v nékterych pripadech domyslet, co viibec ma byt
vystupem algoritmu.

3. Navrhnéte algoritmus, ktery nalezne nejdelsi vodorovnou usecku lezici uvnit
daného (ne nutné konvexniho) mnohouhelniku.

4. Je ddna mnozina obdélnikd, jejichz strany jsou rovnobézné s osami soutadnic.
Spocitejte obsah jejich sjednoceni.

5. Jak zjistit, zda dva konvexni mnohouhelniky jsou disjunktni? Mnohothelniky
uvazujeme véetné vnittku. Prozradime, Ze to jde v linedrnim case.

6* Pro dané dva mnohouhelniky vypoctéte jejich prinik (to je obecné néjakd mno-
Zina mnohothelniki). Nebo alespoii zjistéte, zda prinik je neprazdny.

7.  Mgjme mnozinu parabol tvaru y = ax? + bz + ¢, kde a > 0. Naleznéte viechny
jejich pruseciky.

8* Co kdyz v predchozim cvi¢eni dovolime i a < 07

1.3. Voroného diagramy

V daleké Arktidé bydli Eskymaci a ledni medvédi.("? A navzdory obecnému
minéni se spolu prateli. Pfedstavte si medvéda putujictho nezmérnou polarni pusti-
nou na cesté za nejblizsim igla, kam by mohl zajit na kus fe¢i a par ryb. Proto se
medvédovi hodi mit po ruce Voroného diagram Arktidy.

Definice: Voroného diagram!® pro mnozinu bodu neboli mist z1,...,z, € R? je
systém oblasti By, ..., B, C R?, kde B; obsahuje ty body roviny, jejichz vzdalenost
od z; je mensi nebo rovna vzdélenostem od vSech ostatnich x;.

Nahlédneme, ze Voroného diagram ma prekvapivé jednoduchou strukturu. Nej-
prve uvazme, jak budou vypadat oblasti B, a By pro dva body a a b (viz obrazek
E). Vsechny body stejné vzdalené od a i b lezi na pfimce p — ose usecky ab. Oblasti
B, a By jsou tedy tvofeny polorovinami ohrani¢enymi osou p. Osa sama lezi v obou
oblastech.

Nyni obecnéji: Oblast B; mé obsahovat body, které maji k z; blize nez k ostat-
nim bodtm. Musi byt tedy tvofena prinikem n — 1 polorovin, takZe je to (moZnéa
neomezeny) konvexni mnohothelnik. P¥iklad Voroného diagramu najdete na obraz-
ku m zadand mista jsou oznacena prazdnymi krouzky, hranice oblasti B; jsou
vyznacCeny plnymi ¢arami.

(1) Ostatné, Arktida se podle medvédi (fecky dpkTOQ) pfimo jmenuje. Jen ne podle
téch lednich, nybrz nebeskych: daleko na severu se souhvézdi Velké medvédice vyjima
pfimo v nadhlavniku.

) Diagramy tohoto druhu zkoumal zac¢atkem 20. stoleti rusky matematik Georgij
Voronoj. Dvojrozmérnou verzi nicméné znal uz René Descartes v 17. stoleti.
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Obr. 1.5: Body blizsi k a nez b Obr. 1.6: Voroného diagram

Voroného diagram pripominé rovinny graf. Jeho vrcholy jsou body, které jsou
stejné vzdalené od alespon tii zadanych mist. Jeho stény jsou oblasti B;. Hrany jsou
tvofeny ¢astmi hranice mezi dvéma oblastmi — témi body, které maji obé oblasti
spoleéné (to muze byt tsecka, polopfimka nebo piimka). Oproti rovinnému grafu
nemusi stény byt omezené, ale pokud ndm to vadi, mizeme cely diagram uzaviit do
dostatecné velkého obdélniku.

Miuizeme také sestrojit dualni graf: jeho vrcholy budou odpovidat oblastem
(nakreslime je do jednotlivych mist), stény vrcholim diagramu a hrany budou tsecky
spojujici mista v sousednich oblastech (pferuSované ¢ary na obrazku).

Lemma: Voroného diagram ma lineadrni kombinatorickou slozitost. Tim myslime, ze
diagram pro n mist obsahuje O(n) vrchold, hran i stén.

Dikaz: Vyuzijeme nasledujici standardni tvrzeni o rovinngch grafech [?]:
Fakt: Méjme souvisly rovinny graf bez nasobnych hran. Oznac¢me v > 3
pocet jeho vrcholl, e pocet hran a f pocet stén. Pak plati:
e c<3v—6
¢ v+ f = e+ 2 (Eulerova formule)

Diagram pro n mist mé& n oblasti, takze po ,zavieni do krabicky“ vznikne
rovinny graf o f = n+ 1 sténéch (z toho jedna vnégjsi). Jeho duédl mé v’ = f vrcholu
a nejsou v ném nasobné hrany (rozmyslete si, pro¢). Proto pro jeho pocet hran musi
platit ¢/ < 3v’ — 6. Hrany dudlu nicméné odpovidaji hrandm ptivodniho grafu, kde
tedy plati e < 3f — 6 = 3n — 3. Pocet vrcholtt odhadneme dosazenim do Eulerovy
formule: v=e4+2—-f<Bn—-3)+2—-(n+1)=2n—2. O
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Voroného diagram pro n zadanych mist je tedy velky O(n). Nyni ukdzeme, jak
ho zkonstruovat v ¢ase O(nlogn).

Fortunuv algoritmus*

Situaci si zjednodusime predpokladem obecné polohy: budeme ocekavat, ze
zadné ¢tyti body nelezi na spolec¢né kruznici. Vrcholy diagramu proto budou mit
stupeni nejvyse 3.

Pouzijeme osvédéenou strategii zametani roviny pfimkou shora doli. Obvykla
predstava, ze nad pfimkou uz mame vse hotové, ovsem selze: Pokud pfimka narazi
na nové misto, hotova ¢ast diagramu nad pfimkou se miize pomérné slozité zmeénit.
Pomtzeme si tak, ze nebudeme povazovat za hotovou celou oblast nad zametaci
pfimkou, nybrz jen tu jeji cast, ktera ma bliz k nékterému z mist nad primkou nez
ke prfimce. V této ¢asti se uz to, co jsme sestrojili, nemiize pfidavanim dalsich bodt
zmeénit.

Jak vypada hranice hotové ¢asti? Body majici stejnou vzdalenost od bodu
(ohniska) jako od Fidici pfimky tvofi parabolu. Hranice tudiz musi byt tvofena po-
sloupnosti parabolickych obloukti. Krajni dva oblouky jdou do nekone¢na, ostatni
jsou konec¢né. Vzhledem k charakteristickému tvaru budeme hranici fikat pobrezi.

Obr. 1.7: Linie pobfezi ohranicuje
Sedou oblast, v niz je diagram hotov

Posouvame-li zametaci pfimkou, pobfezi se méni a pruseciky obloukt vykresluji
hrany diagramu. Pro kazdy priasecik totiz plati, ze je vzdaleny od zametaci primky
stejné jako od dvou riiznych mist. Tim padem lezi na hrané diagramu odd€lujici tato
dvé mista.

Kdykoliv zametaci pfimka narazi na néjaké dalsi misto, vznikne nova para-
bola, zprvu degenerovand do polopfimky kolmé na zametaci primku. Této situaci
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fikdme mistni uddlost a vidime ji na obrazku E Pokracujeme-li v zametani, nova
parabola se zac¢ne rozevirat a jeji priseciky s ptivodnim pobfezim vykresluji novou
hranu diagramu. Hrana se pfitom rozsifuje na obé€ strany a teprve ¢asem se propoji
s ostatnimi hranami.

Obr. 1.8: Kratce po mistni udalosti: pfibyla nova parabola,
jejl pruseciky kresli tutéz hranu diagramu do obou stran

Mimo to se muze stat, ze néjaka parabola se rozevie natolik, Ze pohlti jiné a ty
zmizi z pobfezni linie. Situaci sledujme na obrazku E Méjme néjaké tii paraboly
jdouci v pobfezi po sobé. Prostfedni z nich je pohlcena v okamziku, kdy se hrany
vykreslované pruseciky parabol setkaji v jednom bodé. Tento bod musi byt stejné
daleko od vSech tfech ohnisek, takze je stfedem kruznice opsané trojici ohnisek.

Kde je v tomto okamziku zametaci primka? Musi byt v takové poloze, aby
stfed kruznice pravé vykoukl zpoza pobfezi. Jinymi slovy musi byt stejné daleko
od stfedu, jako jsou ohniska, ¢ili se kruznice dotykat zespodu. Této situaci fikdme
kruznicovd uddlost.

Algoritmus proto bude udrzovat néjaky kalendar udalosti a vzdy skdkat za-
metaci pfimkou na nésledujici udalost. Mistni udalosti mizeme vSechny naplanovat
doptedu, kruznicové budeme planovat (a pfeplanovévat) pribézné, kdykoliv se po-
bfezi zméni.

To je podobné algoritmu na priseciky tsecek a stejné tak budou podobné
i datové struktury: kalendaf si budeme uchovavat v haldé nebo vyhledavacim stromu,
pobfezi ve vyhledavacim stromu s implicitnimi kli¢i: v kazdém vrcholu si uloZime
ohniska dvou parabol, jejichz priusec¢ikem ma vrchol byt.

Posledni datovou strukturou bude samotny diagram, reprezentovany grafem se
soufadnicemi a vazbami hran na priseciky v pobftezi.
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Obr. 1.9: Kruznicova udalost: parabola se schovava pod
dvé sousedni, dvé hrany zanikaji a jedna nova vznika

Algoritmus FORTUNE

1. Vytvorfime kalendai K a vlozime do n€j vSechny mistni udélosti.

2. Zalozime prazdnou pobtezni linii P.

3. Dokud kalendar neni prazdny:

4 Odebereme dalsi udalost.

5. Je-li to mistni udélost:

6 Najdeme v P parabolu podle z-ové soufadnice mista.

7 Rozdélime ji a mezi jeji ¢asti vlozime novou parabolu.

8 Do diagramu zaznamename novou hranu, kterd zatim neni
nikam pfipojena.

9. Je-li to kruznicova udalost:
10. Smazeme parabolu z P.
11. Do diagramu zaznamename vrchol, v némz dvé hrany konci

a jedna zacina.
12. Po zméné pobfezi pfepocitdme kruznicové udalosti (O(1) jich
zanikne, O(1) vznikne).

Véta: Fortuniiv algoritmus pracuje v ¢ase O(nlogn) a prostoru O(n).

Diikaz: Celkové nastane n mistnich udalosti (na kazdé misto narazime prévé jednou)
a n kruznicovych (kruznicova udalost smaze jednu parabolu z pobfezi a ty pfibyvaji
pouze pii mistnich udalostech). Z toho plyne, Ze kalendar i pobfezni linie jsou velké
O(n), takze pracuji v ¢ase O(logn) na operaci. Jednu uddlost proto naplanujeme
i obslouzime v ¢ase O(logn), coz celkem davad O(nlogn). O
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Cviceni
1. Dokazte, Ze sestrojime-li konvexni obal mnoziny mist, prochazi kazdou jeho
hranou pravé jedna nekonecné hrana Voroného diagramu.

Vymyslete, jak algoritmus upravit, aby nepotfeboval ptedpoklad obecné polohy.

3* Navigace robota: M&jme kruhového robota, ktery se pohybuje mezi bodovymi
prekdzkami v roviné. Jak zjistit, zda se robot miiZze dostat z jednoho mista na
druhé? Rozmyslete si, ze staci uvazovat cesty po hranach Voroného diagramu.
Jen je potfeba dofesit, jak se z poc¢atecniho bodu dostat na diagram a na konci
zase zpét.

4*  Delaunayova triangulace (popsal ji Boris Dé&loné, ale jeho jméno obvykle po-
tkdvame v pofrancouzsténé podobé) je dudlnim grafem Voroného diagramu, na
obrazku m je vyznacena c¢arkované. Vznikne tak, Ze spojime tseckami mista,
jejichz oblasti ve Voroného diagramu sousedi. Dokazte, ze zadné dvé vybrané
usecky se nekiizi a ze pokud zadna Ctyfi mista nelezi na spole¢né kruznici, jedna
se o rozklad vnitfku konvexniho obalu mist na trojuhelniky. MizZe se hodit, ze
tsecka mezi misty a a b je vybrana pravé tehdy, kdyz kruznice s primérem ab
neobsahuje zadna dalsi mista.

5%  Euklidovskd minimdin{ kostra: Piedstavte si, Ze chceme pospojovat zadand mis-
ta systémem tusecek tak, aby se dalo dostat odkudkoliv kamkoliv a celkova délka
tsecek byla nejmensi mozna. Hleddme tedy miniméalni kostru tplného grafu, je-
hoz vrcholy jsou mista a délky hran odpovidaji euklidovskym vzdalenostem.
MuzZeme pouzit libovolny algoritmus z kapitoly ??, ale musime zpracovat kva-
draticky mnoho hran. Dokazte, ze hledana kostra je podgrafem Delaunayovy
triangulace, takze staci zkoumat linedrné mnoho hran.

63 Obecnéjsi Voroného diagram: Jak by to dopadlo, kdyby mista nebyla jen bodo-
véa, ale mohly by to byt i tisecky? Dokazte, ze v takovém piipadé diagram opét
tvori rovinny graf, ovSem jeho hrany jsou kromé tsecek tvotreny i parabolickymi
oblouky. Dokéazali byste upravit Fortuntv algoritmus, aby fungoval i pro tyto
diagramy?

1.4. Lokalizace bodu

Pokracujme v problému z minulého oddilu. Mame néjakou mnozinu mist v ro-
viné a chceme umét pro libovolny bod nalézt nejblizsi misto (pokud jich je vic, staci
libovolné jedno). To uz umime pfevést na nalezeni oblasti ve Voroného diagramu,

do které zadany bod padne.

Chceme tedy pro néjaky rozklad roviny na mnohotuhelnikové oblasti vybudovat
datovou strukturu, kterd pro libovolny bod rychle odpovi, do jaké oblasti patii.
Tomuto problému se fika lokalizace bodu.

Zacneme primitivnim feSenim bez predzpracovani. Rovinu zametame shora do-
ld vodorovnou pfimkou, podobné jako pfi hledani prisecikt tsecek. Udrzujeme si
prufez hranic oblasti zametaci pfimkou. Tento prifez se méni jenom ve vrcholech
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mnohotthelnikti. Ve chvili, kdy narazime na hledany bod, podivame se, do kterého
intervalu mezi hranicemi v prifezu patti. Tento interval odpovida jedné oblasti, kte-
rou nahlasime. Kalendar udalosti i prurez opét ukladame do vyhledavacich strom,
jednu udélost obslouzime v O(logn) a cely algoritmus bézi v O(nlogn).

To je obludné pomalé, dokonce pomalejsi nez pokazdé projit vSechny oblasti
a pro kazdou zjistit, zda v ni zadany bod lezi. Ale i z osklivé housenky se muze
vyklubat krasny motyl ...

Zavedeme predzpracovani. Zametani oblasti nechame bézet ,naprazdno“, aniz
bychom hledali konkrétni bod. Rovinu roziezeme polohami zametaci pfimky pfi jed-
notlivych udalostech na pasy. Pro kazdy péas si zapamatujeme kopii prafezu (ten se
uvnitf pasu neméni) a navic si ulozime y-ové soufadnice hranic pasit. Nyni na vyhod-
noceni dotazu staci najit podle y-ové soufadnice spravny pas (coZ jisté zvlddneme
v logaritmickém case) a poté polozit dotaz na zapamatovany prifez pro tento pés.

Obr. 1.10: Oblasti rozfezané na péasy

Dotaz dokazeme zodpovédét v ¢ase O(logn), ovSem predvypodet vyzaduje cas
©(n?) na zkopirovani vech n stromt a spotiebuje na to stejné mnozstvi prostoru.
Persistentni vyhledavaci stromy

Slozitost predvypoctu zachranime tim, Ze si poridime persistentni vyhledavaci
strom. Ten si pamatuje historii vSech svych zmén a umi vyhledavat nejen v aktualnim
stavu, ale i ve vSech stavech z minulosti. Pfesnéji feceno, po kazdé operaci, ktera
méni stav stromu, vznikne nova wverze stromu a operace pro dotazy dostanou jako
dalsi parametr identifikdtor verze, ve které maji hledat.

Predvypocet tedy bude udrzovat priifez v persistentnim stromu a misto aby ho
v kazdém pasu zkopiroval, jen si zapamatuje identifikator verze, ktera k pasu patii.

Popiseme jednu z moznych konstrukci persistentniho stromu. Uvazujme oby-
éejny vyhledavaci strom, feknéme AVL strom. Rozhodneme se ale, Ze jeho vrcholy
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nikdy nebudeme ménit, abychom neporusili zaznamenanou historii. Misto toho si
pofidime kopii vrcholu a tu zménime. Musime ovSem zménit ukazatel na dany vr-
chol, aby ukazoval na kopii. Proto zkopirujeme i otce a upravime v ném ukazatel.
Tim padem musime upravit i ukazatel na otce, atd., az se dostaneme do kofene.
Kopie kofene se pak stane identifikatorem nové verze.

Strom nové verze tedy obsahuje novou cestu mezi kofenem a upravovanym
vrcholem. Tato cesta se odkazuje na podstromy z minulé verze. Uchovani jedné verze
nas proto stroji ¢as O(logn) a prostor taktéz O(logn). Jesté nesmime zapomenout,
ze po kazdé operaci nasleduje vyvazeni stromu. To ovSsem upravuje pouze vrcholy,
které lezi v konstantni vzdalenosti od cesty mezi mistem tpravy a kofenem, takze
jejich zkopirovanim ¢asovou ani prostorou slozitost nezhorsime.

Obr. 1.11: Vlozeni prvku 9 do persistentniho stromu

Na piedzpracovani Voroného diagramu a vytvoreni persistentniho stromu tedy

spotfebujeme ¢as O(nlogn). Strom spotfebuje pamét O(nlogn). Dotazy vyfizujeme
v ¢ase O(logn), nebot nejprve vyhleddme spravny péds a poté polozime dotaz na
pfislusnou verzi stromu.
Poznamka: Persistence datovych struktur je pfirozend pro striktni funkcionalni pro-
gramovaci jazyky (napfiklad Haskell). V nich neexistuji vedlejsi efekty piikazi, takze
jednou sestrojend data jiz nelze modifikovat, pouze vyrobit novou verzi datové struk-
tury s provedenou zménou.

Persistence v konstantnim prostoru na verzi*

Spotieba paméti ©(logn) na uloZeni jedné verze je zbyteéné vysoka. Existuje
o néco chytiejsi konstrukce persistentniho stromu, které staci konstantni pamét, tedy
alespon amortizované. Nastinime, jak funguje.

Nejprve si poridime vyhledavaci strom, ktery pfi kazdém vloZeni nebo smazani
prvku provede jen amortizované konstantni pocet strukturdlnich zmén (to jsou zmé-
ny hodnot a ukazatelt, zkratka vseho, podle ¢eho se fidi vyhledavani, a co je tudiz
potieba verzovat; zména znaménka uloZeného ve vrcholu AVL-stromu tedy struk-
turdlni neni). Tuto vlastnost maji t¥eba (2,4)-stromy (viz cvic¢eni ??) nebo nékteré
varianty Cerveno-Cernych strom.

Nyni ukdzeme, jak jednu strukturdlni zménu zaznamenat v amortizované kon-
stantnim prostoru. Kazdy vrchol stromu si tentokrat bude pamatovat az dvé své
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verze (spolu s ¢asy jejich vzniku). P¥i prichodu od kofene porovname ¢as vzniku
téchto verzi s aktudlnim casem a vybereme si spravnou verzi. Pokud potfebujeme
zaznamenat novou verzi vrcholu, budto na ni ve vrcholu jesté je misto, nebo neni
a v takovém pripadé vrchol zkopirujeme, coz vynuti zménu ukazatele v rodici, a tedy
i vytvoreni nové verze rodice, atd. az pripadné do kotfene. Identifikdtorem verze celé
datové struktury bude ukazatel na aktuélni kopii korene spolu s ¢asem vzniku verze.

Chod struktury si mizeme predstavovat tak, ze stejné jako v piedchozi verzi
persistentnich stromt propagujeme zmény smérem ke kofeni, ale tentokrat se tempo
propagovani exponencialné zmensuje: Zmeéna vrcholu zptisobi zkopirovani, a tim pa-
dem zménu otce, pramérné v kazdém druhém pripadé. Pocet vSech zmén tedy tvori
geometrickou fadu s konstantnim souctem. Exaktnéji feceno:

Véta: Uchovani jedné strukturdlni zmény stoji amortizované konstantni ¢as i pro-
stor.

Diikaz: Kazdé vytvoreni verze vrcholu stoji konstantni ¢as a prostor. Jedna operace
mize v nejhorsim pfipadé zptisobit vznik novych verzi vSech vrcholi az do kofene,
ale jednoduchym potencidlovym argumentem lze dokézat, zZe pocet vSech vzniklych
verzi bude amortizované konstantni.

Potencial struktury definujeme jako pocet verzi uchovanych ve vsech vrcholech
dosazitelnych z aktuélniho kofene v aktualnim case. V klidovém stavu struktury jsou
ve vrcholu nejvys dvé verze, béhem aktualizace docasné pfipustime tii verze.

Strukturalni zména zptisobi zaznamenani nové verze jednoho vrcholu, coz po-
tencial zvysi o 1, ale mozné tim vznikne ,t¥iverzovy*“ vrchol. Zbytek algoritmu se
tfiverzovych vrcholt snazi zbavit: pokazdé vezme vrchol se 3 verzemi, vytvoii jeho
kopii s 1 verzi a upravi ukazatel v otci, ¢imz pfibude nova verze otce. Originalnimu
vrcholu zustanou 2 verze, ale pfestane byt dosazitelny, takze se uz do potencidlu
nepocita.

Potenciél tim klesne o 3 (za odpojeny origindl), zvysi se o 1 (za nové vytvofenou
kopii s jednou verzi) a poté jesté o 1 (za novou verzi otce). Celkové tedy klesne
o 1. Proto veskeré kopirovani vrcholt zaplatime z konstantniho pfispévku od kazdé
strukturalni zmény. (|

Dusledek: Existuje persistentni vyhledavaci strom s ¢asem amortizované O(logn)
na operaci a prostorem amortizované O(1) na uloZeni jedné verze. Pomoci néj lze
v ¢ase O(nlogn) vybudovat datovou strukturu pro lokalizaci bodu, ktera odpovida
na dotazy v ¢ase O(logn) a zabere prostor O(n).

1.5.* Rychlejsi algoritmus na konvexni obal

Konvexnim obalem nase putovani po geometrickych algoritmech zacalo a ta-
ké jim skonci. Nasli jsme algoritmus pro vypocet konvexniho obalu n bodu v case
O(nlogn). Ve cviceni jsme dokonce dokézali, ze tato casova slozitost je opti-
malni. Pfesto pfedvedeme jesté rychlejsi algoritmus objeveny v roce 1996 Timothym

15 2017-05-18



Chanem. S nasim dikazem optimality je nicméné vSechno v pofadku: ¢asova slozi-
tost Chanova algoritmu dosahuje O(nlogh), kde h zna¢i podet bodu lezicich na
konvexnim obalu.

Predpokladejme, ze bychom znali velikost konvexniho obalu /&. Body libovolné
rozdélime do [n/h] mnozin Q1,...,Qx tak, aby v kazdé mnoziné bylo nejvyse h
bodi. Pro kazdou z téchto mnozin nalezneme konvexni obal pomoci obvyklého algo-
ritmu. To dokadZeme pro jednu mnozinu v ¢ase O(hlogh) a pro vSechny v O(nlogh).
Poté tyto predpocitané obaly slepime do jednoho pomoci takzvaného provdzkového
algoritmu. Ten se opird o nasledujici pozorovani:

Pozorovani: Usecka spojujici dva body a a b lezi na konvexnim obalu, pravé kdyz
vSechny ostatni body lezi na téze strané primky prolozené touto tuseckou.

Algoritmu se fikd provazkovy, protoze svou ¢innosti pfipomind namotavani
provazku podél konvexniho obalu. Za¢neme bodem, ktery na konvexnim obalu ur-
¢ité lezi — tfeba tim nejlevéjsim. V kazdém dalsim kroku nalezneme nésledujici bod
po obvodu konvexniho obalu. Naptiklad tak, Ze projdeme vSechny body a vybereme
ten, ktery svird nejmensi tthel s predchozi stranou konvexniho obalu. Nové prida-
né tusecka vyhovuje pozorovani, a tudiz do konvexniho obalu patii. Po h krocich se
dostaneme zpét k nejlevéjsimu bodu a vypocet ukonc¢ime. V kazdém kroku potiebu-
jeme projit vSechny body a vybrat néslednika, coz dokdZeme v ¢ase O(n). Celkova
sloZitost algoritmu je tedy O(nh).

Obr. 1.12: Provazkovy algoritmus
a jeho pouziti v predpocitaném obalu

Provazkovy algoritmus funguje, ale je ukrutné pomaly. Kyzeného zrychleni do-
sahneme, pokud pouzijeme predpocitané konvexni obaly. Ty umozni rychleji hledat
néaslednika. Pro kazdou z mnozin @); najdeme zvlast kandidata a poté z nich vybe-
reme toho nejlepsiho. Mozny kandidat vzdy lezi na konvexnim obalu mnoziny Q);.
Vyuzijeme toho, ze body obalu jsou ,usporddané“, i kdyz trochu netypicky do kru-
hu. Kandidata mtizeme hledat metodou pileni intervalu, jen detaily jsou malicko

vvvvv

Zbytek ponechme jako cviceni.

Casova slozitost ptileni je O(log h) pro jednu mnozinu. Mnozin je O(n/h), tedy
nasledujici bod konvexniho obalu nalezneme v ¢éase O(n/h - logh). V8ech n bodu
obalu nalezneme ve slibovaném ¢ase O(nlogh).
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Popsanému algoritmu schézi jedna dtlezita véc: Ve skutecnosti malokdy zname
velikost h. Budeme proto algoritmus iterovat s rostouci hodnotou A, dokud konvexni
obal nesestrojime. Pokud pfi slepovani konvexnich obald zjistime, Ze konvexni obal
je vétsi nez h, vypocet ukonc¢ime. Zbyva jesté zvolit, jak rychle ma h rust. Pokud by
rostlo moc pomalu, budeme pocitat zbytecné mnoho fazi, naopak pfi rychlém ristu
by nés posledni faze mohla stat pfili§ mnoho.

V k-té fazi polozime h = 22" Dostavame celkovou slozitost algoritmu:

[loglog h] [loglog h]

Z O(nlog2®™) Z O(n-2™) = O(nlogh),

m=0 m=0

kde posledni rovnost dostaneme jako soucet prvnich [loglogh] ¢lenti geometrické
fady >, 2™
Cviceni

1. Domyslete detaily hledani kandidata ,kruhovym* ptlenim intervalu.

1.6. Dalsi cviceni

1. Navrhnéte algoritmus pro vypocet obsahu konvexniho mnohothelniku. Mnoho-
thelnik je zadan seznamem soufadnic vrcholu tak, jak jdou po obvodu ve sméru
hodinovych rucicek.

2* Navrhnéte algoritmus pro vypocet obsahu nekonvexniho mnohothelniku. Pro-
zradime, Ze to jde v linearnim case.

3. Jak o mnoziné bodu v rovin€ zjistit, zda je stiedové symetricka?

4* Je ddna mnozina bodi v roviné. RozloZte ji na dvé disjunktni stfedové symet-
rické mnoziny, je-li to mozné.

5. Jak k dané mnoziné bodd v roviné najit obdélnik s nejmensim moznym obvo-
dem, ktery obsahuje vSechny dané body? Obdélnik nemusi mit strany rovno-
bézné s osami.

6. Vymyslete datovou strukturu, ktera bude udrzovat konvexni obal mnoziny bodi
a bude ho umét rychle prepocitat po pfidani bodu do mnoziny.

7. Je ddna mnozina obdélnikd, jejichz strany jsou rovnobézné s osami soufadnic.

Vybudujte datovou strukturu, ktera bude umét rychle odpovidat na dotazy
typu ,,v kolika obdélnicich lezi zadany bod?“.
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