0. Jak se dokazuje transcendence Martin Mares, srpen 2009

Od malicka vime, ze Eulerovo ¢islo, definované napiiklad jako soucet fady
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je transcedentni, Cili Ze neexistuje zadny polynom s celo¢iselnymi koeficienty, jehoz
kofenem by toto ¢islo bylo. Jak se ale néco takového dokazuje? Pojdte, podivame se.
Rozcvicka: Nez se pustime do transcendence, dokazme nejprve daleko slabsi tvrzeni,
totiz Ze e je draciondlni. (Pokud spéchate, klidné tuto ¢ast preskocte, ve zbytku
textu nebude potfeba. Jen pomtze oprasit nékteré dilezité techniky.) Tento elegantni
dikaz pochazi z knizky Proofs from The Book od G. Zieglera a M. Aignera.

Pro spor predpokladejme, Ze e je rovno a/b pro néjaké piirozend ¢isla a,b.
Jelikoz 2 < e < 3, musi byt a,b > 2. Polozme nyni
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Budeme zkoumat, co je toto ¢islo z za¢. Nejprve dosadime za e zlomek a/b a po-
vSimneme si, Ze ¢islo x musi byt celé:
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pri¢emz b!/n! je pro vSechna 0 < n < b pfirozené.

Pokud naopak do vztahu pro = dosadime za e nekoneénou fadu (x), dostaneme:
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Z toho ihned vidime, Ze = je kladné, jelikoz vSechna b!/n! jsou kladna. Brzy ovSem
dokézeme, ze x < 1, a tim dojdeme ke sporu: zadné celé ¢islo vétsi nez 0 a soucasné
mensi nez 1 neexistuje.

Staci odhadnout:
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Nyni pokrac¢ujme ve stopach nenapadného ¢lanecku ,, Transzendenz von e im
Leistungkurs?“ od Rudolfa Fritsche. Nejprve spocteme jeden snadny integral:

Lemma A: S; := [~ a/e™"dx = jl.

Diikaz: Integraci per partes dostaneme:
S; = / e Tdr = [—mje*“]o —|—/ jai e de =045 - Si—1.
0 0

Pokrac¢ujeme indukef a zastavime se u So = [~ e " dz = [—e~*])" = 1. Q
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které budou zéaviset na parametrech k,n € N, jejichz hodnotu zvolime pozdéji:
yi=xz(x—1)...(x —n),
hz):=(z—-1)(x—2)...(x —n)e™ 7,

f(@):=g@)* - h(z) =@ - 1)z -2 . (2 —n)iTle ™

=
B

Roznéasobime-li vSechny souciny v definici funkce f, ziskdme pro ni vztah

k+n(k+1)
f(z) = Z bjale™® pro vhodna b; € Z.
j=k
Navic vime, Ze b, = (—1)*+1(=2)k1  (—n)k+l = £(nl)F+1

Integral z funkce f jiz neni tak jednoduchy jako S;, ale stale o ném mtzeme
snadno dokéazat, ze jeho hodnota je celé cislo:

Lemma B: wo := [ f(z) dz = £(n!)* k! + co(k + 1)! pro néjaké ¢y € Z.

Diikaz: Z roznésobeného tvaru funkce f dostaneme pouzitim Lemmatu A:

/Ooof(x)dxz<bj/wxjexdx) =308 =Y b 4.

>k 0 >k >k

Piitom prvni ¢len sumy je roven by, - k! = £(n!)**1 . k! a v8echny nésledujici ¢leny
jsou délitelné (k + 1)!. Q

Aby byl nas arsendl kompletni, pfipravime si je$té ,roztrzené* verze integra-
lu wq, totiz integraly:

vi::/olf(x)dx a wi::/ioof(x)da: prol <i<n.

Lemma C: w; = e~ -¢;- (k+1)! pro 1 <i < n anéjaké ¢; € Z.
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Diikaz: Substituci ziskdme w; = fo (z + i) dz, po dosazeni definice funkce f pak:
w; = / (x+ D) (@+i—DF . (z+i—n)Hle " da.
0

Zamérme se na integrand a roznasobme vSechny zavorky. Jelikoz ¢ lezi mezi 1 a n,
je jedna z nich rovna = a neni to prvni zavorka, takze v rozndsobeném tvaru nevy-
stupuje proménnd x v mensi nez (k + 1)-ni mocniné. Integrand tedy muzeme zapsat
nasledovne: ‘
Z bijxjefm, VJ : bij cZ.
j=k+1

Pouzitim Lemmatu A na jednotlivé sé¢itance pak ziskdme pozadovany tvar. Q
Lemma D: |v;| < iG*H pro vhodné konstanty G, H zavislé pouze na n.
Diikaz: Nejprve omezme hodnoty funkci g, h, f pro z € (0,n). Jisté mizeme zvolit G
tak, aby |g(z)] < G (vyhovi naptiklad G = n"*!). Analogicky pro vhodné H bude
platit |h(z)| < H (zde postaci H = n™). Z toho ihned |f(x)| < |g(z)|*-|h(z)| < G*H.

Integrujeme-li ptes interval délky L funkci, jejiz absolutni hodnota je omezena
néjakym M, ¢ini hodnota integralu nejvyse LM (plocha mezi z-ovou osou a kladnou
Casti kiivky se celd vejde do obdélniku L x M). Proto v; = fo r)dr <iGFH. Q

Nyni mame vSe pfipraveno a mtzeme se pustit do diikazu transcendence.
Plan: Predpokladejme pro spor, Ze existuje polynom s celo¢iselnymi koeficienty, jehoz
kofenem je ¢islo e. Jinymi slovy Ze existuji néjaka ag,...,a, € Z, pro néz plati
ape® + ... +ane” =0. Navic ag # 0 a a, # 0.

Postupné ukazeme, ze existuji ¢isla R, A, B takova, ze:
R-(ape® +...+a"e") = A+ B. (xx)

Pritom bude platit, ze R je realné, A je redlné v absolutni hodnoté mensi nez 1 a
B je celé a nenulové. To ovSsem vede ke sporu, jelikoz leva strana rovnosti je rovna
nule (diky zévorce), zatimco prava strana nulovd byt nemuze.

Budeme pouzivat predptipravené konstanty v; a w;, pficemz parametr n pou-
zity v jejich definici bude roven stupni domnélého polynomu a hodnotu parametru k
zvolime na konci dikazu.

Volba R, A, B: Zvolime R := wo/k' Levé strana (*) tedy bude rovna (age®wo +

Aape wo) /k!. Pokud kazdé a;e‘wy zapiSeme ekvivalentné jako a;e’(v; +w;), cely
vyraz muzeme rozebrat na soucet nasledujicich dvou c¢asti:

viarel + ...+ v,ane” B_ woape® + ... + wpane™

A= k! ’ k!

(pfitom A je o ¢len krat$i, jelikoz vg = 0). Nyni sta¢i ovéfit, Ze A a B maji pro
vhodnou volbu parametru k£ pozadované vlastnosti.
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Vlastnosti B: Dosadime do vyrazu pro B to, co vime o hodnotich w; z Lemmat B

aC:
(D)KL age + 300 g etei(k + 1)! - azel

k! ’

coz muze vypadat désivé, ale po zkraceni faktorialit a mocnin e’ s e™* zbude pouze:

B =

n
B= ﬂ:(n!)kJrlao + Zczal(k + 1)
=0

To je urcité celé ¢islo (vSechna a; i ¢; jsou celoéiselnd), zafidme jesté, aby bylo
nenulové. Zvolme k tak, aby k+ 1 bylo prvodislo vétsi nez max(n, |ag|). Ukdzeme, Ze
B neni timto prvocislem délitelné, a tudiz ani nulové. Staci si uvédomit, ze vSechna
cia;(k+1) jsou &islem k+1 délitelna, ale (n!)*+1ag ma ve svém prvoéiselném rozkladu
pouze €leny mensi nebo rovné max(n, |agl).

Vlastnosti A: Zbyva ukazat, ze |A| < 1. K tomu pouzijeme trojihelnikovou nerovnost
a odhad z Lemmatu D:

lvraret| + ... + [vpane™| < 1-G*H -|a1| - et +...+n-G*H - |a,]| - e®
k! - k! '

|A| <

Oddélime-li ¢asti nezavislé na k, ziskame:

Gk
\A|Sﬁ-(l-|a1|-el+...+n~|an|-e").

Jelikoz s k jdoucim do nekoneéna konverguje vyraz G*/k! k nule, je pro dostatecns
velké k prava strana pfedchozi nerovnosti mensi nez 1. Tak ziskdme |A| < 1.

Zavér: Abychom splnili vSechny pozddavky, potfebujeme tedy, aby k bylo dostateéné
velké prvocislo. To je ale snadné splnit, protoze prvocisel existuje nekone¢né mnoho.
Tim je tvrzeni o transcendenci ¢isla e dokazano. Q@



