0. Linearni rekurence Martin Mares, 2010-07-04

V tomto kratkém textu se budeme zabyvat linedrnimi rekurencemi, tj. posloup-
nostmi definovanymi rekurentni rovnici typu

Aptk = coAn +c1lni1+ ..o+ cpo1Antr—1,

kde cg, . .., cx—1 jsou n&jaké (obecné komplexni) konstanty, kterym fikdme koeficienty
rekurence.

Aby byla posloupnost uréena jednoznac¢né, jesté samoziejmé potfebujeme de-
finovat hodnoty Ag, ..., Ax_1 neboli uréit pocdtecni podminky rekurence.

Presnéji feceno, budeme studovat prevazné homogenni linearni rekurence s kon-
stantnimi koeficienty. Slovicko homogenni znamena, ze neobsahuji konstantni ¢leny
(nehomogenni by byla tfeba rekurence A, 1 = 24, + 1).

Typickym ptikladem takové homogenni rekurence je Fibonacciho posloupnost
definovana vztahem

Fo=0,F=1,Fy2=F,+ Fu1.

Studoval ji uz ve 12. stoleti Leonardo z Pisy fec¢eny Fibonacci, dalsi generace mate-
matikl objevily i explicitni vzorec pro n-ty clen:

R <<1+2¢5)" (1_15)71)'

Pokud uz tento vzorec zname, neni ho nijak tézké dokazat indukci. Jak na néj ale
prijit? Ukézeme, Ze ho lze snadno objevit pomoci metody vytvofujicich funkci. Na-
vic analogicky postup ptijde pouzit i na libovolnou jinou linedrni rekurenci. Obvykle
vyjde, Ze vzorec pro n-ty Clen lze zapsat jako néjakou linedrni kombinaci exponen-
cialnich funkci.

Nejprve si ale pripomeneme nékolik tvrzeni prevazné z matematické analyzy,

ktera budeme cestou potfebovat:
Tvrzeni: (zobecnénd binomickd véta) Pro kazdé r e R ax € (—1,1) plati (14+z)" =
S (F)a™, kde (]) je definovano jako r- (r —1)- (r—2)-...- (r —n+1)/nl.

Diikaz: Taylorovym rozvojem funkce (1 + x)” v nule.

Pozorovani: (o zobecnénych kombinacénich éislech) Pro a,b € N plati:

(—a) (—a)(—a—1)...(—a—b+1) :(_1)b.a(a+1)...(a+b—1)

b) ! bl

= (—1)°. (‘“LZ_ 1) = (-1)°- (a:f; 1).

(rozepsano podle definice, posledni rovnost plati diky symetrii kombinaénich ¢isel).
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Tvrzeni: (o kofenech polynomi) Kazdy polynom s koeficienty z C, ktery neni kon-
stantni, ma v C alespon jeden kofen.

Diikaz: Nesnadny (i kdyZ tvrzeni vypada jako snadny algebraicky fakt [a proto se
mu také nékdy ¥iké Zakladni véta algebry], jsou k jeho ditkazu potfeba ne zrovna
trivialn{ prostfedky komplexni analyzy).

Dusledek: Polynom stupné n nad C lze zapsat jako C'- (z —ay)(z — az) ... (x — ap),
kde aq, ..., ay, jsou kofeny (ne nutné rizné). Alternativné lze pouzit zapis C - (v —
a)k ... (z—a.)**, kde ay, ..., a, jsou navzajem riizné koteny a k; jejich nasobnosti.
Tvrzeni: (o rozkladu na parcidlni zlomky) Budte P a @ polynomy nad C takové, ze
stupeni P je mensi nez stupeni ). Potom racionélni lomenou funkci P/Q lze zapsat
jako soucet vyrazi tvaru C/(x — a)’, kde C je konstanta a « kofen polynomu @
o nasobnosti alespoil j.

Diikaz: Indukeci.
Tvrzeni: (o zrcadlovijch polynomech) Necht P(x) = poz® + ... + p,a™ je néjaky
polynom a a # 0 jeho kofen. Potom je ¢islo 1/a kofenem ,zrcadlového“ polynomu
P*(x) = pox™ + pra" L+ ... + ppa®.
Drikaz: Necht P(a) = poa® + ...+ ppa™ = 0. Jelikoz a je nenulové, miizeme rovnost
vydélit éislem o” a ziskat: pga™™" + p1at™™ + ... + p,a® = 0. Leva strana oviem
neni nic jiného nez P*(1/«).
Vytvorujici funkce

Ukazme nyni, jak sestrojit vytvorujici funkci k zadané linearni rekurenci. Pro
kazdé n ma platit

Appr = coAp +c1App1 + .o+ Cpo1Anpp—1.

To mtzeme pro n > k pfepsat na

Ap=coldp_r+c1Apn_p1+ ... +cr—14n_1. (%)

Oznaéime-li G hledanou vytvorujici funkci, plati A, = [z"]G(x) (kde operator [z"]
znadi koeficient u 2" v mocninné fadé pro danou funkci) a A,_; = [2"](G(z) - 2?)
— vzpomente si, Ze nasobeni vytvorujici funkce mocninou x odpovida posunuti ge-
nerované posloupnosti doprava o prislusny pocet mist.

Vztah () tedy miZzeme pfepsat na
[2"]G (@) = co[")(G (@) - 2*) + er [2")(G(w) - 2" ) 4.+ e [2")(Gla) - 2t) =
= [z"] (G(z) - (cox® +crz® 1+ ..+ ck_lxl)) .

Kdyby se koeficienty u z™ rovnaly pro vSechna n, plynula by z toho i rovnost vy-
tvorujicich funkci. Pokud se nerovnaji pro n < k, znamena to, Ze se funkce na levé
a pravé strané mohou lisit o n&jaky polynom P(x) stupné mensiho nez k. Tedy:

G(z) = G(x) - (cox® + ... + cp_12) — P(x).
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Z této rovnice uz muzeme vyjadrit hledanou funkci G:

P(z)
G(z) = — =1 1 :
cox® + 1 4+ ... Fcp_1xt —1
Naleznéme nyni kofeny oy, . . ., oy, polynomu Q(z) = cor®+.. . 4+cp_1z' —1. Predpo-

kladejme na chvili, ze jsou vSechny navzajem rizné. Pak ma nase vytvorujici funkce
pfijemné jednoduchy rozklad na parcialni zlomky:

C C
o=
T — T — o

G(z) =

Staci tedy zjistit, jakou posloupnost generuje funkce C;/(x — «;). Pokud ¢itatele i
jmenovatele vydélime —q;, dostaneme ekvivalentni tvar
—Cifoi _ =CiNi
1-— aix 1— Nz’

kde \; = 1/a;.

Pouzitim zékladnich operaci s vytvorujicimi funkcemi (nebo ze zobecnéné binomické
véty) zjistime, Ze n-ty ¢len generované posloupnosti musi byt D;\? pro néjakou
konstantu D;.

Nyni se¢teme piispévky od vSech ¢lenti funkce G(x) a dozvime se:
A, = [2"]G(z) = D1A} + ... + DpAL.

Jinymi slovy, n-ty ¢len zkoumané posloupnosti je linedrni kombinaci exponencial A7,
kde \; jsou prevracené hodnoty kofent jakéhosi polynomu odvozeného z koeficient
rekurence. Konstanty D; zdvisi na pocéatecnich podminkdch rekurence. (Bylo by
mozné pro né odvodit explicitni vztahy, ale vyjdou pomérné slozité, takze byva

prakti¢téjsi vyTesit soustavu k linedrnich rovnic typu 4; = KiX] +... KA}, kde K;
jsou neznamé a A; a A; uz znamé konstanty.)

Jesté si vS§imneme, Ze podle tvrzeni o zrcadlovych polynomech mtzeme ¢isla A;
nalézt piimocaieji jako kofeny polynomu Q*(z) = z¥ — ¢ _12% " — ¢ _g2b "2 — ..
coz®. Tento polynom se pii studiu rekurenci ¢asto pouziva a ¥iké se mu charakteris-

ticky polynom rekurence.

Nasobné kofeny

Komplikovanégjsi situace nastane, kdyz charakteristicky polynom (a tedy i pi-
vodni polynom @) bude mit nisobné koteny. Pak rozklad na parcidlni zlomky bude
produkovat i ¢leny typu C;/(z — o;)?. Ty opét vydélime —q;, viechny konstanty
,shrabneme“ do D; a s tim, co vznikne, si poradime pomoci zobecnéné binomické
vety:

Cl' (—)\Z)JC’Z

[="] @ — )y [="] (1— Na)i

=D, [z"](1—N2) 7 =D;- <n=7> (=)™
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Jesté si vzpomeneme, co jsme pozorovali o kombinacénich ¢islech se zdpornym celym
¢islem nahote. Diky tomu mizeme cely vyraz piepsat na:

1 1
D;-(~1)"- (”;Jl ).(—)\i)”:Di. ("jj >./\?.

(Vsimnéte si, Ze uvedené kombinaéni éislo je vlastné polynom stupné j — 1 v pro-
ménné n a Ze pro j = 1 tento vztah splyva s tim, ktery jsme nalezli pro pfipad bez
nasobnych kofen.)

Tak jsme odvodili, Ze pro vSechny linearni rekurence plati nasledujici véta:
Véta: (kucharka na fesent linedrnich rekurenci) Bud A, 1 = coAn+. . . 4+cr—14n1k-1
linearni rekurence s poc¢ate¢nimi podminkami Ay, ..., A,_;. Dale bud R(z) = 2% —
cpe—128 1 — ... — coz® jeji charakteristicky polynom a Ai,...,\, navzajem riizné
kofeny tohoto polynomu s nasobnostmi po fadé k1, ..., k.. Potom existuji konstanty

Ci; € C takové, ze
z ki—1 .
)
A, = C;i - . AT
22 ( ! ( j

i=1 j=0

Pokud polynom R nemé nésobné kofeny, vztah lze zapsat jednoduseji:
n
Ap =GN}
i=1

Poznamka: Jelikoz kombinac¢ni ¢islo (";’J ) je polynomem stupné j v proménné n,
mohli bychom vzorec pro n-ty ¢len formulovat i takto (D;; jsou né&jaké komplexni

konstanty):
z k}b —1

i=1 j=0
A, lze tedy vzdy vyjadiit jako linedrni kombinaci néjakjch exponencidl a funkci
typu polynom krat exponenciila. Vsimnéte si, ze to jediné, co zavisi na pocatec-
nich podminkéch rekurence, jsou koeficienty této linedrni kombinace. Funkce, které
kombinujeme, jsou dany pouze rekurentni rovnici samou.

Priklady

Fibonacciho éisla: Z rekurence A, 2 = A, + A1 ziskdme charakteristicky polynom
2% — 2 — 1, jeho kofeny jsou \; 2 = (14 +/5)/2. Z pocate¢nich podminek obdrzime
rovnice pro konstanty:

Ag = C1A\] + Ca)\d =0,

A = Cl/\% + CQ)\% =1,

Z prvni rovnice zjistime, ze Cy = —C;. Dosazenim do druhé dostaneme:
1 5 1—-+5
Cr- ( +2\[ B 2f> =1



tedy C; = 1/4/5, Co = —1/+/5. To je presné klasicka formule, kterou jsme uz potkali
v tvodu tohoto spisku.

Podivejme se jesté na c¢iselné hodnoty konstant: A\; ~ 1.618034 je zndmy zlaty
ez, Aa ~ —0.618034. Z toho vidime, Ze A} velmi rychle konverguje k nule. Cislo F;,
se tedy asymptoticky chova jako funkce A}/+/5, ¢li roste exponencialné. (S tim-
to odhadem se prekvapivé Casto potkdvame v analyze slozitosti datovych struktur,
napiiklad AVL strom® nebo Fibonacciho hald.)

Rekurence radu 3: Uvazujme rekurenci By, 135 = 4B,, —8B,,11+5B,,12 s po¢atecnimi
podminkami By = 0, By = 1, By = 2. Jejim charakteristickym polynomem je
23 — 52?4 82! — 42° = (v — 1)(x — 2)%. Potkdvame tedy jednoduchy koten \; =1 a
dvojnasobny kofen Ay = 2. NasSe véta nam fika, ze feSeni mame hledat ve tvaru
B,=a-1"+b-2"4+c-n-2™

7 pocatecnich podminek vyplyne soustava rovnic pro konstanty a, b, c:

By=a+b=0,
Bi=a+2b+2c=1,
Bs =a+4b+ 8c=2.

Pomoci prvni rovnice prepiseme zbylé dvé na:

b+ 2c=1,
3b+ 8c = 2.

Nyni od posledni rovnice odecteme trojnasobek predposledni:
2c = —1,
takze ¢ = —1/2, b =2, a = —2 a vzorec pro n-ty ¢len zni:
B,L:2-2”—g-2”—2.

Mala odbocka k nehomogennim rekurencim

Nehomogennimi rekurencemi jsme se sice neplanovali zabyvat, ale pfesto k nim
na chvilku odbo¢me. Ukazeme totiz, ze se nase kucharkova véta da po snadné tprave
vyuzit i na né. Uvazujme néjakou nehomogenni linearni rekurenci ve tvaru

Apygp =coAn + 1A+ .+ cp1Angr—1 +c. (#)
Odecteme-li od vztahu pro A, 1 vztah pro A, 4ry1, tedy
Apgiyr = coAnp1 + 1A+ .o cp1Angr +
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konstanta ¢ anihiluje a ziskdme:

Aptks1 — Angr = — A
+(co—c1)Ant1+ (a1 —c2)Anga + ..+ (ko2 — cr—1)Antr—1
+ ch—1Antk-

Pokud pfevedeme A, ;) na pravou stranu, vyjde

An+k+1 = -,
+(co —c1)Ant1+ (c1 —c2)Ango+ ...+ (o2 — Ch—1)Anti—1
+ (Ck—l + 1)An+k-

Ejhle, to je homogenni rekurence, kterou uz umime vytesit (pravda, o 1 vyssiho
fadu, ale to nevadi). Podivejme se na jeji charakteristicky polynom:

R(z) = ht — (cp—1 + 1)xk — (2 — ck,l)mk_l — .= (co —c1)xt + coa.

Evidentné je jednim z jeho kofent = = 1, takZe miZzeme vytkout vyraz (z — 1):
R(:L‘) = (LL' - 1)($k - Clcflxk_1 - Ck,QIL‘k_2 — .= Col‘o).

Ptitom zavorka (z* — ... — comg) je presné charakteristicky polynom piivodni reku-
rence (1), jaky bychom ziskali, kdybychom vynechali nehomogenni ¢élen c.

Zjistili jsme tedy, Ze nehomogenni rekurence mtzeme fesit stejné jako jejich ho-
mogenni sourozence, pouze mezi kofeny charakteristického polynomu pfidame jed-
nicku. Pokud ani s touto jednic¢kou nema polynom nasobné kotfeny, bude tedy n-ty
¢len linearni kombinaci exponencial plus néjaka konstanta. Nezapomenme ovsem,
7e jako pocateéni podminky musime pouzit prvnich k£ + 1 ¢lentt namisto prvnich k,
protoZe popsand Uprava plati az od n = k + 1. (Rovnéz se a7 v k-tém ¢lenu poprvé
projevi existence nenulového c.)

Na scénu prichazi linearni algebra

Na nasi obecnou vétu o feSeni rekurenci se mtizeme divat i linedrné algebraicky.
Ukazme si jesté alternativni ditkaz (pouze pro piipad jednoduchych kofenti) zalozeny
na primocaré uvaze o vektorovém prostoru a jeho bazi.

Uvazujme mnozinu V' vSech posloupnosti ag, a1, ... spliujicich zkoumanou re-
kurenci (kazd4 posloupnost mé jiné pocateéni podminky). VSimnéme si, ze tato
mnozina tvori vektorovy prostor s posloupnosti samych nul coby nulovym vektorem,
s¢itdnim po slozkdch (soucet dvou posloupnosti spliiujicich rekurenci ji také spliiu-
je) a ndsobenim skaldrem po slozkach (rovnéz nemize platnost rekurentniho vztahu
porusit).

Jakou mé tento vektorovy prostor dimenzi? Kazda posloupnost je jednoznac-
né urcena svymi prvnimi k ¢leny, takZe dimenze musi byt stejnd jako dimenze k-
slozkovych vektort komplexnich ¢isel, tedy rovna k.
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Jak vypada baze prostoru? Ukazeme, Ze lze nalézt bazi z exponencidl. Uvazujme
posloupnost a°, al,a?, ..., kde « je néjaké nenulové komplexni ¢islo. Rekurenci tato

posloupnost spliiuje (a tedy patii do vektorového prostoru) pravé tehdy, je-li
™tk = cpa + o™ 4 oo TR

Po vydéleni " ziskdme podminku

k 0 k—1
o’ =cop + ... F 1 R

coz ovsem nefika nic jiného, nez ze « je kofenem charakteristického polynomu R.

Pokud jsou vsechny koreny tohoto polynomu navzajem razné, ziskavame k raz-
nych exponencialnich posloupnosti lezicich ve V. Tvofi bazi? Spravny pocet jich je,
jak ale dokazat, ze jsou linearné nezavislé? Stacilo by ovéfit, Zze determinant

ol al o ... af 1

ag a% a% a2*1
0 1 2 k—1

Qp ap ap ... ay

neni nulovy (jsou-li posloupnosti zkrécené na prvnich k ¢lend nezévislé, tim spis
jsou nezavislé celé). Ctenafi zb&hli v tajich linearni algebry pravdépodobné poznali
zndmy Vandermondiiv determinant, o némz se vi, Ze je roven HlSKan(aj — ).
Pokud jsou v8echna «; navzajem rtizna, nemize tedy byt nulovy.

Tento vzorec pro Vandermondiv determinant miizeme snadno ovéfit indukei.
Pro k = 1 je determinant evidentné roven 1, coz souhlasi se sou¢inem pres prazd-
nou mnozinu dvojic. Pokud k£ > 1, odecteme od kazdého sloupce determinantu
ap-nasobek predchoziho sloupce (nejdiive predposledni od posledniho, pak pted-
predposledni od pfedposledniho atd., az nakonec prvni od druhého). Ziskame:

1 aj—a; af—ao} ad —ad ... a]fl —a’ffl

1 ag—a; ai—aial o3 —aja3 ... 0/2“_1 — a1a§_2
D =

1 ap—a1 o —mor ay —ajai ... o/;_l — alag_Q

Prvni fddek tedy obsahuje jednicku a samé nuly, takze ho podle véty o rozvoji
determinantu podle fadku mizeme smazat. Z druhého fadku pak miizeme vytknout
(ag —ay), takze zbude a3, o, . .. , a1 (vzpomerite si, 7e nasobeni Fadku konstantou
zpusobi vynasobeni celého determinantu toutéz konstantou, takze vyraz as — ay
miZeme presnout ven z determinantu). Podobné z j-tého fadku pro 3 < j < k
vytkneme (a; — o), ¢imz dostaneme:

a o ... ast

a ol ... a3_1
D= (as—ai)(az —a1)...(ax — 1) - . .

a2 04,1C ai_l

a zbyly determinant neni nic jiného nez Vandermondtv determinant fadu k — 1.
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Od vzorce k algoritmu

Obecny vzorec pro n-ty Clen rekurentné zadané posloupnosti vypada impo-
zantné a poslouzi k odvozeni mnoha zajimavych vlastnosti posloupnosti (zejména
asymptotického chovéni). Pro prakticky vypodet na pocitaci je ovSem znacné ne-
vhodny, protoze v ném typicky vystupuji iraciondlni ¢isla, kterd se v algoritmech
daji reprezentovat jenom pfiblizné. Navic v obecném pfipadé ani nemusime umét
koreny charakteristického polynomu najit.

Ukéazeme si jiny pristup, zaloZeny na nasobeni matic, ktery nam da efektivni
algoritmus.

Vsimnéme si nasledujicitho maticového soucinu (¢; stéle znaci koeficienty zkou-
mané rekurence, matici na levé strané budeme fikat €2):

o 1 0 0 ... 0 ag ai

0 0 1 0 0 ax az

0 0 0 1 0 az as

0 0 O 0 1 a/k72 ak*l

Cg €1 C2 €3 ... Ck—1 ak—1 > Cit
Pokud tedy matici Q vynasobime vektor (A, Ant1,..., Antr—1), ziskdme vektor
(An+t1,Ant2, ..., Aptr) — postupnym nasobenim matici © miizeme ,posouvat okén-

ko velikosti k“ po zkoumané posloupnosti. Oznacime-li a vektor pocate¢nich podmi-
nek (Ao, ..., Ax_1), soucin Q"a = (A,, ..., Apt+r—1) ndm prozradi, jak vypada n-ty
¢len posloupnosti.
Mocniny matice (nebo i ¢ehokoliv jiného) lze rychle poéitat nasledujicim jed-
noduchym trikem:
Q?i _ (ﬂi)27
92i+1 _ (91)2 . Q

Pomoci dvou maticovych nasobeni jsme pFevedli vipocet Q" na vipocet QL2 atd.
az k Q! = Q. Celkem nam tedy postaéi O(logn) maticovych nasobeni, z nichz kazdé
trva O(k®) krokt. Kyzeny n-ty ¢len tudiz dovedeme spoéitat v ¢ase O(k3logn),
navic pokud uvazujeme jednu konkrétni rekurenci, je k konstantni a nas algoritmus
dosahuje logaritmické ¢asové slozitosti.

Jesté jeden algoritmus

Pro kvadratické rekurence nemusime zavrhovat ani pfedchozi postup s kofeny
charakteristickych polynomt. Na prikladu Fibonacciho ¢isel si ukdzeme, Ze i ten
muze vést k efektivnimu algoritmu. Jen se musime hrozbé poc¢itani s iraciondlnimi
¢isly elegantné vyhnout. Pouzijeme k tomu takika cimrmanovsky krok stranou: misto
télesa realnych c¢isel budeme pocitat v tzv. kvadratickém rozsiteni racionalnich cisel.

Podobné jako se zavadéji komplexni ¢isla, budeme uvazovat vyrazy tvaru a +
bV/5, kde @ a b jsou racionalni. Budeme jim ifkat kvadraticka ¢isla. Viimnéme si, ze
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dva vyrazy tohoto typu muizeme secist nebo odecist a opét vyjde kvadratické ¢islo.
Pékné se chova i nasobeni:

(a + bV5)(c + dV5) = (ac + 5bd) + (ad + be)V/5.
Deéleni provedeme podobné jako u komplexnich ¢isel vhodnym rozsirenim zlomku:

a+b/5  (a+bV5)(c—dv5E) (ac—5bd)+ (bc — ad)V/5
c+dVs  (c+dVB)(c—dV5) c? — 5d? '

Jelikoz v/5 neni racionélni, nabyva vyjraz ¢ — 5d? nuly pouze v piipadé ¢ = d = 0.
Jinak je to nenulové racionalni ¢islo, kterym mizeme citatele vydélit po slozkach.

Dokazali jsme tedy, Ze soucet, rozdil, soucin i podil kvadratickych ¢isel je zase
kvadratické ¢islo. S¢itani i nasobeni jsou pochopitelné asociativni, komutativni i
distributivni, takze kvadraticka ¢isla tvori téleso.

Kofeny charakteristického polynomu a7 2 = (1+ /5)/2 ptitom patii mezi nase
kvadraticka ¢isla a konstanta 1/v/5 jakbysmet, takze cely vypocet vyrazu (af —
o) /v/5 miizeme provadét v télese kvadratickych ¢isel, a tedy naprogramovat pomoci
operaci s racionalnimi ¢éisly. Umociiovat mtizeme na O(log n) operaci stejnym trikem,
jakym jsme v predchozim algoritmu mocnili matice.

Navic si miizeme zjednodusit praci tim, Ze vzorec prepiSeme na ((1 + v/5)" —
(1 —+/5)")/(2"V/5). Tim jsme zaiidili, Ze vSechny mezivysledky az do kone¢ného
déleni mocninou dvojky jsou kvadraticka éisla tvaru a + bv/5, kde a a b jsou cela
¢isla. Dostaneme tak dalsi elegantni celociselny algoritmus pracujici v ¢ase O(logn).

Diagonalni trik

Popis rekurenci pomoci matice €2, ktery jsme pouzili v nasem prvnim algoritmu,
se d4 navic pouzit i k dalsimu ditkazu nasi hlavni véty o rekurencich. (Zde si dovolime

7N e

Zkoumejme prtipad, kdy mé matice € k riznych nenulovych vlastnich cisel
B1,- .-, Bk. Tehdy vlastni vektory prislusné k témto vlastnim ¢islim tvori bazi vek-
torového prostoru C* a kdyz si matici Q vyjadiime vzhledem k této bazi, dostaneme
diagonalni matici

B 0 0 ... 0
0 B, 0 ... 0
A= 0 0 53 0
0 0 0 ... B

Matici © tedy mizeme vyjadiit ve tvaru PAP ™!, kde P je matice pfechodu mezi
béazemi. Tento tvar matice je Sikovny pro umoctiovani, nebot A™ je matice, kterd ma
na diagonale 37, ..., ) a vSude jinde nuly a

Q" = (PAP )" = (PAP )(PAP!)...(PAP!) = PA"P L.
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(Mimochodem, to by ndm pro diagonalizovatelnou matici € dalo algoritmus pro
vypodet Q" v dase O(k? + klogn), oviem za predpokladu, Ze uz mame piedem
spo¢itanou matici P. Zkuste si ho vymyslet.)

Vratme se k viypocétu n-tého ¢lenu pomoci ndsobeni matic. Vime, Ze ho umime
ziskat jako prvni slozku vektoru b = Q"a, kde a je vektor pocate¢nich podminek.
Plati tedy:

b=PA"P 'a.

Nyni si véimnéme, ze P~ 'a je néjaky vektor; ozna¢me si ho tfeba d. Souéin tohoto
vektoru s diagonalni matici A™ pouze vynasobi i-tou slozku vektoru i-tym prvkem
na diagonale, tedy ¢islem 3. Vektor A"P~la tedy bude mit slozky B7dy, Byda,
..., Bidy. Nasobenim tohoto vektoru matici P pak vznikne hledany vektor b, jehoz
slozky budou lineadrni kombinace ¢isel 3}*d;.

Dokazali jsme tedy, ze n-ty ¢len posloupnosti je mozné zapsat jako linearni
kombinaci exponencial 3}', pricemz jednotliva 3; jsou vlastnimi ¢isly matice €2 a
koeficienty této linearni kombinace Ize odvodit z matice P pfechodu k bazi z vlastnich
vektorti a z vektoru b pocatecnich podminek.

To uz je skoro tvrzeni nasi véty, zbyva jen ukazat, ze vlastni ¢isla matice €2
jsou pravé koreny charakteristického polynomu rekurence. Pocitejme vlastni ¢isla
standardnim zpiisobem, totiz jako kofeny determinantu(®

81 0 0 ... 0 0

0O -8 1 0 ... 0 0

0 0 -8 1 ... 0 0
det(2 — SE) = | . . S . .

0O 0 0 0 .. -8 1

co €1 c €3 ... Ch_2 Cp—1—f3

Rozvineme-li tento determinant podle prvniho fadku, dostaneme:

-3 1 0 ... 0 0 0 1 0 ... 0 0

0 -8 1 ... 0 0 0 -8 1 ... 0 0
=B S e : S :

o 0 0 ... -8 1 0 0 0 ... -8 1

¢ C €3 ... Ch—2 Ch—1—f o €2 €3 ... Ch_a Cr_1—f

Pravy z téchto dvou determinanti mtizeme nasledné rozvinout podle prvniho sloupce
a prevést na (—1)* krat determinant trojtihelnikové matice s jednickami na diagonale,
ktery je nutné jednickovy. Levy determinant je podobného druhu jako ten, se kterym
jsme zacali, jen s vynechanym prvnim fadkem a sloupcem. Nabizi se tedy pokracovat
rekurentné.

(1) Jelikoz prvky determinantu obsahuji mimo ¢&sel jesté proménnou 3, je jeho hod-
nota néjaky polynom stupné k v proménné [3.
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Pokud ozna¢ime R; determinant matice 2 — SE omezené na poslednich i fadku
a sloupci, bude podle pfedchozi tvahy platit

Ri =—BRi—1 — (—1)'ci;.
Vime, 7e Ry = ¢p_1 — . Indukci pokracujeme:

Ry = —B(ck—1—B) — cr—2 = B> — ck—18 — C—2,
Ry = —B(B* — ck—18 — cr—2) + cr—3 = — > + cx—15% + ck—28 + ck_3,

Ri=(-1) (B —cpo1B ™ — ka8 2 — ... — i BO).

Pro i = k tedy ziskdme det(Q2 — BE) = = BF — 1 BF T — o2 — L —
co3°, coz je presné charakteristicky polynom nasi rekurence. Tim jsme pro prlpad
jednoduchych kotfenti vétu dokézali.

Dar pritele Jordana

Co si pocit, kdyz matice €2 neni diagonalizovatelna? Tehdy nam pomuze nalézt
Jordaniwv tvar matice. Ke kazdé matici lze totiz najit podobnou matici (tzn. lisici se
pouze prechodem k jiné bézi), kterd je téméf diagonalni. Pfesnéji ma tvar

J, 0 0
0 J, 0
0 0 ... J,

kde jednotlivé bloky J; jsou tzv. Jordanovy buriky, coz jsou matice typu

B 10 ... 00
081 ...00
00 A3 ... 00
000 ... 381
000 ... 08

Kazd4 burika ma na diagonéle jedno vlastni ¢islo (dvé buitky mohou mit i totéz),
tésné nad diagonalou jednicky a vSude jinde nuly.

Jordantv tvar mé kazd4 matice (to je standardni véta z linedrni algebry, ¢te-
naf ndm snad promine, Ze ji nebudeme dokazovat), takZe matici @ muZeme zapsat
ve tvaru PAP !, kde P je néjak4 matice pfechodu a A matice v Jordanové tvaru.

Umociiovani matice €2 tedy uz zabéhnutym zptsobem nahradime umocinova-
nim matice A. Blokové matice se mocni po blocich, takze A™ musi mit na diagonale
bloky J7, J%, ..., J}. Staci tedy umét umocnit na n-tou kazdou Jordanovu buiiku.
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Prohlédnéme si mocniny bunky 3 x 3:

B 10 g* 28 1 B 38> 3p gt 4p® 6p°
0 g 1 0 p% 23 0 p* 33 0 p* 4B
0 0 p 0 0 p? o o pB3 0o o p4

Pod diagonalou se udrzuji nuly, na diagonéle éleny 8%, tésné nad diagonalou ng" !
a v pravém hornim rohu (})s8" 2.

Nabizi se tedy domnénka, ze v n-té mocniné obecné Jordanovy buniky ¢ x g jsou
na diagonale mocniny vlastniho ¢isla, pod diagonalou nuly a ve vzdalenosti ¢ kroki
nad diagonalou ¢&fsla (7)™~

B (?)ﬁn_l (g)ﬁ"_Q (qu)ﬁ”—(q—Q) (qfl)ﬁn_(q_l)
0 pm (AT ()BT (1)

g |00 (e (e
o 0 o .. (1)
0 0 0 0 B

Chovani cisel na diagonéle a pod ni plyne ihned z toho, Ze matice je horni troj-
thelnikova. Zbytek dokazeme indukci. Pfipad n = 1 je trivialni, indukéni krok od n
k n+ 1 provedeme takto: Uvazme prvek ve vysce ¢t nad diagonalou v J"*!, feknéme
na soufadnicich (4,4 +t). Podle definice ndsobeni matic ma byt roven > J; (J¢, ;.
Matice J ma ovSem nenuly pouze na diagondle a ve vysce 1, takze ze sumy zbude
pouze

Joidiive i Iiiive
To je podle indukéniho predpokladu rovno

B . <TZ> 6n7t + 1 . (t 7_7’ 1) 5n7t+1'

Ted uz stac¢i pouzit vztah pro soudet kombinac¢nich éisel v Pascalové trojuhelniku a
ziskdme (”jl)ﬂ”’t“, coz je presné to, co potfebujeme.

Umocnit jednu Jordanovou butiku tedy umime, a tim padem i celou matici A.
Vratme se nyni k feSeni rekurence. Uz vime, Ze n-ty prvek rekurence lze zapsat
jako prvni slozku vektoru b = PA"P~!a (kde a je vektor po¢ate¢nich podminek)
a ze tato slozka je linearni kombinaci prvkia matice A™. Podle toho, co jsme zjistili
o matici A", vime, Ze je to tedy linedrni kombinace vyrazi typu (?) 7, kde 5; je
vlastni ¢islo a j ¢islo mensi nez nasobnost tohoto vlastniho ¢isla.

Tim jsme tedy dokondili tfeti ditkaz nasi hlavni véty.
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