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Znaceni:
e [n]:={1,...,n}
enki=n.(n—1)-...-(n—k+1) (klesajici mocnina)

n¥ = 1, jelikoz je to prazdny souéin.

Pocet funkci z n-prvkové mnoziny N do m-prvkové mnoziny M:
#f:N—>M=m"
Nebo: #f :[n] — [m] =m"

Pro kazdy z n prvku si nezavisle na ostatnich mtzeme vybrat m moznosti, kam
se zobrazi.

Princip bijekce: pokud mezi koneénymi mnozinami A a B existuje bijekce,
tak maji stejny pocet prvki. Specidlné tedy byva jedno, jestli [n] je konkrétni
mnozina {1,...,n}, nebo libovolnd jind n-prvkovd mnoZina.

Pocet podmnozin n-prvkové mnoziny NV:
2] = 2°
Nebo: #AC N =2"
Nebo: |2I"| =2

Podmnozing A C N prifadime charakteristickou funkci cy : N — {0,1} de-
finovanou tak, ze ca(z) = 1 pro x € A a ca(z) = 0 jinde. Kazda takovd
funkce jednoznacéné uréuje podmnozinu (formalné: existuje bijekce mezi mno-
zinou vsech podmnozin 2% a mnozinou vsech funkci z N do {0,1}. Proto je
podmnozin stejné jako funkci, podle tedy 2.

Pocet sudych a lichych podmnoZin n-prvkové neprazdné mnoziny N. Oznac¢ime
S ={A C N | |A| je sudé} mnozinu vSech sudych podmnozin,
L ={ACN||A]| je liché} mnozinu v8ech lichych podmnozin. Potom:

S| = 1] =2

Kazda podmnozina je bud sudé nebo liché, takze |S|+ |L£| je rovno poétu vSech
podmnozin, coz podle je 2™. Jakmile tedy ukézeme, ze sudych a lichych je
stejné, musi jak |S|, tak |£| byt 27 /2 = 2"~ 1.

To, ze sudych a lichych je stejné, dokazeme sestrojenim bijekce. Zvolime néjaky
prvek a € N a pro A C N definujeme f(A) = A A{a}. Cili pokud a lezi v A,
tak ho odebereme, pokud nelezi, tak ho pridame. VSimneme si, Ze f zobrazuje
sudé mnoziny na liché a opa¢né. Dokonce je sama k sobé inverzni, takze je to
bijekce mezi S a L.
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Pocet prostych funkci z n-prvkové mnoziny do m-prvkové mnoziny:

#{f : [n] = [m] | f prosta} =m™
Prvky [n] prochézime v néjakém pofadi a pfidélujeme jim funkéni hodnoty
z [m]. Pro prvni prvek mame m moZnosti, pro druhy uz jen m — 1 atd.
Kédovani funkcemi. Pomoci funkci miizeme popisovat rizné dalsi objekty:
e f: A— {0,1} odpovidaji podmnoZindm (jejich charakteristické funkce)
e f:[k] = A odpovidaji usporadanym k-ticim, tedy prvkim kartézské moc-
niny A*: f(1) je prvni prvek k-tice, f(2) druhy atd.
e f:[k] — A prosté odpovidaji usporddanym k-ticim bez opakovdni
e f:IN — A odpovidaji nekoneénym posloupnostem prvkua z A
Permutace na n-prvkové mnoziné N fikame bijekcim z N do N. Kazda prosta
funkce mezi dvéma stejné velkymi mnoZinami nutné musi byt bijekce, takze
pocet bijekci je podle roven n2 = n!. Tomu fikame faktoridl ¢isla n. Pfitom
0! =1, opét se jedna o prazdny soucin.
Linearni usporadani na n-prvkové mnoziné N popiSeme ocislovanim prvka od
nejmensiho k nejvétsimu, tedy bijekei [n] — N. Takovych bijekei je stejné jako
permutaci na N, tedy n!. Casto jim dokonce také (lehce nepotadné) iikéme
permutace.
Neusporadané k-tice neboli k-prvkové podmnoziny n-prvkové mnoziny N:
H{AC N | A = k} = nk/k!
Hledany pocet oznacme H. Budeme dvéma zpusoby pocitat usporadané k-
tice prvki N bez opakovani. Jednak odpovidaji prostym funkcim z {1,...,k}
do A, takze podle jich je nk. Jednak mtZzeme kazdou neusporadanou k-tici
usporadat k! raznymi zpusoby, coz dava H - k! moznosti. Obéma zptsoby musi
vyjit totéz, takze H - k! = nk a tedy H = nE/k!.
Kombinaéni ¢&isla (binomické koeficienty) jsou uzitecna zkratka pro prévé od-
vozeny vztah. Pro ¢isla n, k > 0 zavedeme:

(Z) nf n(n—=1)-...-(n—k+1)

TR 1-2-... -k
n n!
Nebo: @‘M

Zavedeme-li navic nasledujici znaceni pro mnozinu vsech k-prvkovych podmno-
zin:

(})-tacnia-n

dostaneme stru¢ny zapis vztahu

()= ()




(12) Vlastnosti kombinaénich ¢isel:
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] (8) =1 ... prdzdna podmnozina je jen jedna
J (Z) =1... ,plnd“ podmnozina je také jedna

o (711) =n ... jednoprvkovych je tolik, co prvki

] (nfl) =n ... (n—1)-prvkovd podmnoZina je uréena tim, ktery jeden prvek
v ni chybi
e (") =(}) ... obecné (n— k)-prvkovd podmnoZina je uréena tim, kterych

k prvki v ni neni
o > o () =2"... roztdili jsme vSechny podmnoziny n-prvkové mnoziny
podle velikosti

Charakteristické funkce k-prvkovych podmnozin mnoziny [n] vypadaji tak, ze
pravé k prvkam prifazuji jednicku a zbylym n — k nulu. Odpovidaji tedy po-
sloupnostem n nul a jednicek s pravé k jednickami.

Soucet kombinaénich ¢isel pro n, k > 1:

n\ (n-—1 n n—1

k) \ k k—1
Leva strana pocitd k-prvkové podmnoziny néjaké n-prvkové mnoziny A. Zvo-
lime libovolné a € A a rozdélime k-prvkové podmnoziny na dva druhy: neob-
sahujici a a obsahujici a. Téch prvnich je (";1), protoze vybirame k-prvkovou
podmnozinu ze zbylych n — 1 prvk{. Ty druhé obsahuji kromé a jesté dalsich
k — 1 prvkt vybranych ze zbylych n — 1 prvki, coz lze vybrat (Z:i) zpusoby.

Pascaluv trojahelnik — tabulka kombina¢nich éisel:

. — k=0

< SN — k=1

n=>0

n=1 1 1
~ /S N /SN — k=2
n = 1 2 1
./ N /S N /S N —~— k=3
n= 1 3 3 1
. N S N SN SN — k=4
n=4 1 4 6 4 1 —
.S N S NS NS N S N — k=5
n=5—1 5 10 10 5! 1
N7 N 7N 7 N 7 N 7N
k=n—5 k=n—4 k=n—-3 k=n—2 k=n—1 k=n

Sledujte, jak se v Pascalové trojuhelniku projevuji identity a
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Binomicka véta. Pro kazdé x,y € R a n € N plati:

n
x4+ y)" = (TL) wn—k k
(z+y) kZ:O h y
Roznésobenim soucinu (x4 y)(x+y) ... (r+y) vznikne 2" ¢lent. Kazdy z nich
je sou¢inem celkem n proménnych x a y, takze ho miizeme pierovnat na 2™ Fy*
pro néjaké k. Stejny vyraz vznikne prerovnanim ze vSech ¢lent, které z prave k
zévorek vybraly y a ze zbylych vybraly x. To lze provést (Z) zpusoby.

Aplikace binomické véty:

® Pro z = y = 1 dostaneme: (1+1)" =Y"}'_, (7).
Takze soucet n-tého fadku Pascalova trojuhelniku je 2". To uz zname z
® Proz =1, y = —1 dostaneme: (1 —1)" =37 (}) - (=1)".
Proto 0 = (5)—(7)+(5)—(3)+--.—..., takze sudych a lichych podmnozin je
stejné — mame jiny dikaz tvrzeni (Mimochodem, kde jsme potfebovali
predpoklad n > 0, bez kterého tvrzeni neplati?)
e Prijdete na néjaké dalsi zajimavé dosazeni?

Kulicky v pfihradkach. Kolika zpiisoby jde rozmistit n nerozlisitelnych kulic¢ek
do k rozlisitelnych pfihradek? Prihradky budeme plnit strojem, ktery umi p¥i-
kazy K ,ptidej kulicku“ a P ,ukonc¢i pfihradku“. Existuje bijekce mezi rozmis-
ténimi kulicek do prihraddek a posloupnostmi pfikazii pro stroj, které obsahuji
n pirikazi K, k prikazi P a konéi prikazem P. Posloupnost je tedy dlouh&
n + k, pricemz na prvnich n + k — 1 pozicich je né€jak rozmisténo k& x P. Pocet
takovych posloupnosti je ("‘H,:_l).



