0. TTi véty o prvodislech Martin Mares

Uvodem

Pfi analyze algoritmti se Casto vyuzivaji riznad tvrzeni o prvocislech. Vétsina
z nich byla poprvé dokazéna v 19. stoleti velikny analytické teorie ¢isel (Pafnutij
Lvovi¢ Cebysev, Charles-Jean de la Vallée Poussin a dalsi).

Zde ukazeme, ze k ziskani o néco slabsich, ale pro nase ucely zcela postacu-
jicich vysledkt lze dojit i elementarnimi kombinatorickymi tivahami. Prikopnikem
tohoto pristupu byl Paul Erd6s — jeho prvni ¢lanek, vydany za studii, se tykal pravé
kombinatorického dikazu Bertrandova postulatu [1]. Ptjdeme v jeho stopach a ta-
ké se trochu inspirujeme Galvinovym ¢lankem [2] a Shoupovou znamenitou knihou
o algoritmické teorii ¢&isel [3].

Dokazeme néasledujici tii tvrzeni. Predem jesté dodejme, Ze v celém textu bude p
vzdy znacit prvocislo a log dvojkovy logaritmus.

Bertranduv postulat: Pro kazdé n > 1 existuje alesponl jedno prvodislo p takové, Ze
n <p < 2n.

Cebysev. Informatikim se hodi napriklad p¥i konstrukci hesovacich tabulek: pokud
chceme, aby velikost tabulky byla prvociselnd, vidy ji staci zvétsit nejvyse dvakrdt.

Véta o hustoté prvoéisel: Oznacime-li 7w(x) pocet prvocisel od 1 do z, plati 7(z) =
O(z/logx).

Odhad hustoty prvocisel je uZitecny napriklad pri generovdni velkych prvocisel
pro Sifrovact klice RSA. Nezndme algoritmus, ktery by primo generoval ndhodnd
prvocisla, ale umime rozhodnout, zda je ¢islo prvocislem. MuZeme tedy volit ndhodnd
¢isla mezi n a 2n tak dlouho, nez se strefime do prvocisla, a hustotni véta ndm
zarucuge, Ze ndm v priméru bude stacit O(logn) pokusi, neZ néjaké najdeme.

Analytickd teorie &isel nabizi presnéjsi odhad w(x) ~ xz/Inx (f ~ g znamend,
Ze f(x)/g(x) konverguje k 1 pro x — o0).

Prvociselnd harmonickd fada: Pro libovolné n plati 3, ., 1/p = O(loglogn).

Tento soucet vystupuje napriklad v analyze FEratosthenova sita. Vyskrtavanim
ndsobki prvocisla p stravime cas O(n/p). Celkem tedy O(3_,<,<,n/p) = O(n -
> 1<p<n 1/p) = O(nloglogn).

Pozoruhodné kombinaéni é&islo

Nasge nasledujici ivahy se budou tocit okolo rtiznych pozoruhodnych vlastnosti
kombinacniho ¢isla

_(2n\ _(@2n)! 2n-(2n—-1)-(2n—2)-...-(n+1)
K'_<n>_(n!)2_ n-(n—1)-(n-2)-...-1 ’

kde n je parametr, jehoz hodnotu zvolime pozdéji. Jak je toto ¢islo velké?
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Lemma A:

4n 2
< (") <am.
2n+1 "\ n/
Duikaz: Z binomické véty (nebo z toho, Zze kombina¢ni ¢&isla poéitaji podmnoziny
dané velikosti) vime, Ze

2n 2n 2n
=221 — 4",
(5)+(0)++ ()

Horni odhad je snadny: vsichni séitanci jsou nezaporni, takze zadny z nich nemu-
ze byt vétsi nez soucet. Pro dolni odhad si uvédomime, ze ¢islo (27?) je nejvétsim
ze s¢itanct, takze musi byt alespori tak velké, jako jejich primér, tedy 4™ /(2n+1). ©

(2n + 1) <4,
n

Diikaz: Soucet viech kombinaé¢nich é&isel, ktera maji nahoie 2n+1, ¢ini 227+1 = 2.47,
Hodnota (*") se oviem v tomto souctu vyskytuje dvakrat — podruhé jako (*})
] n . PR ? . ntl
diky symetrii kombinacnich ¢isel. Takze nepfekroc¢i polovinu souctu.

Nyni se ukaze, jak nase kombinacni ¢islo K souvisi s prvocisly:

Lemma A’:

Lemma D: K je délitelné vSemi prvocisly p takovymi, ze n + 1 < p < 2n.
Diikaz: Vzpomenme na zapis

:2n~(2n—1)-...~(n+1)

K n-(n—1)-...-1

Libovolné p mezi n + 1 a 2n se v prvociselném rozkladu citatele vyskytuje pravé

jednou a v rozkladu jmenovatele ani jednou, takze musi délit K. Q
Na zakladé toho, ze vSechna prvocisla mezi n + 1 a 2n déli K, mizeme do-

konce shora odhadnout, kolik takovych prvocisel existuje. Oznacime-li 7(a, b) pocet

prvoéisel p € {a,a+1,...,b}, plati:

Dusledek D: w(n + 1,2n) < 2n/logn.

Diikaz: Kazdé takové prvocislo déli K, takze i jejich souc¢in musi délit K. Vsech

m(n + 1,2n) ¢initeld tohoto soufinu je nicméné vétsich nez n, takze plati nerovnost

nT(+L2n) < K Proto w(n + 1,2n) < log, K = log K/logn. Jelikoz K < 4", je

log K < 2n a jsme hotovi. V)

Prvocéiselna harmonicka fada

Pfipomenme nejprve soucet obycéejné harmonické fady:
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Tuto sumu lze snadno odhadnout integralem z funkce 1/x, zde ji ale se¢teme jinym
zplusobem. Budeme predpokladat, Ze n je mocnina dvojky a fadu rozdélime na tseky,
jejichz hranice budou nizsi mocniny dvojky:

logn
H(n)=H(1,2)+ Y H(2'+1,2"), kde H(a,b) Z e
=2 a<z<b

Nyni si v8imneme, ze H (27! + 1,2%) je souétem 2°~! ¢lentl, jejichz hodnoty lezi
mezi 1/2% a 1/2¢71. Cely soucet tedy lezi mezi 1/2 a 1. Dosadime-li navic H(1,2) =
1+ 1/2 = 3/2, dostaneme:

3/2+1/2-logn < H(n) < 3/2+ logn.

Z toho ihned plyne, ze H(n) = O(logn). Dodejme jesté, ze kdyby n nebylo mocninou
dvojky, mizeme H(n) omezit zdola i shora hodnotami pro nejblizsi nizsi a vyssi
mocninu dvojky, které se od sebe lisi nejvyse konstanta-krat.

Scitejme nyni stejnym zpusobem prvociselnou harmonickou fadu:

logn
P(n)=P(1,2)+ Y P27 +1,2"), kde P(a,b) Z o
=2 a<p<b

Zaméfme se na jeden tisek P(207! + 1,2%). S¢itanci lezi mezi 1/2¢ a 1/2¢71
a podle Dtisledku D jich je O(2/i). Soucet tiseku tedy mtizeme odhadnout shora
vyrazem O(1/7).

To nyni spolecné s P(1,2) = 1/2 dosadime do hlavni sumy pro P(n):

logn

ZOl/z

Tento vyraz mizeme odhadnout obyéejnou harmonickou fadou a dostaneme P(n) =
O(H(logn)) = O(loglogn). @

l\JM—A

Intermezzo o exponentech

Pro diikaz zbylych dvou prvociselnych vét se nAm budou hodit nasledujici ivahy
o exponentech prvocisel.
Oznacme o,(n) exponent prvoéisla p v rozkladu ¢isla n:

n = Hpop(n)
p

Snadno nahlédneme, ze plati:

op(xy) = 0p(x) + 0p(y),
op(x/y) = op(x) — op(y)-
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Rovnéz mizeme snadno spocitat, jaky je exponent daného prvocisla v rozkla-

du n!:
op(n!) = |n/p] + [n/p*] + [n/p°] + ...

0d 1 do n totiz lezi [n/p| ¢isel délitelngch p, z nichz |n/p?| je navic délitelnych p? a
tak dale. Z toto snadno ziskame nasledujici lemma o nasem oblibeném kombinac¢nim
cisle K:
Lemma X: Pro libovolné prvoéislo p plati po»(5) < 2n.
Ditkaz: Z piedchozi tivahy plyne o,(K) = 0,((2n)!/(n!)?) = 0,((2n)!) — 20,(n!),
a tedy

0= (S5 2 (6] -2 (5] =)

Pro kazdé realné ¢islo x piitom plati |2z | —2|z| < 1. Navic pro i > log, 2n s¢itdme
samé nuly. Proto o,(K) < log, 2n, a tedy por(E) < plogs2n < 9, Q
Jesté pomoci kombinacnich ¢isel dokdazeme jedno pomocné tvrzeni:

Lemma Y:
Pro libovolné n plati H p < 4™

p<n

Diikaz: Indukci podle n. Pro mala n tvrzeni evidentné plati.
Pokud je n > 2 sudé, je indukéni krok trividlni, protoze n neni prvocislo:

[[r=I] p<at<an

p<n p<n—1

Liché n zapiSseme jako 2m + 1 a soucin rozdélime na dvé ¢asti:

II »=1{ II »|: II »

p<2m+1 p<m—+1 m—+2<p<2m-+1

Leva éast podle indukéniho predpokladu nepfesdhne 4™+, Prava podle Lemmatu D

déli kombinaéni éslo (*+1), které uz jsme shora odhadli ¢islem 4™ (viz Lemma A’).

Cely souéin tedy nepfekroc¢i 4m+1 . 4m = 42m+1 — 4n, Q
Bertranduv postulat
K dikazu Bertrandova postulatu uvazime prvociselny rozklad kombinac¢niho

éisla K a zapiSeme ho jako sou¢in K = A- B -C - D, kde:

e A zahrnuje prvocisla p < v/2n,

® B zahrnuje v2n < p < 2n/3,

e O zahrnuje 2n/3 <p <n a

® D zahrnuje n < p < 2n.
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Ukéazeme postupné, ze ¢asti A, B a C jsou malé, takze aby se splnil dolni odhad
K > 4"/(2n+1) z Lemmatu A, musi byt D dostateéné velké. To specidlné znamena,
ze D > 1, takze musi existovat alespon jedno prvocislo mezi n + 1 a 2n.
Cast A: Do ¢asti A prispiva nejvyse v/2n prvoéisel, kazdé z nich podle Lemmatu X
prispéje nejvyse 2n. Celkem tedy A < (2n)m
Cast B: Prvocisla z ¢4sti B musi mit podle Lemmatu X exponent o, (K) < 1. P¥isp&ji
tedy dohromady nejvysSe svym souCinem, ktery odhadneme pomoci Lemmatu Y:
B < 42n/3,
Cast C: Pro p z ¢asti C je o,(n!) = 1 a 0,((2n)!) = 2. Proto 0,(K) = 0,((2n)!) —
20,(n!) = 2 — 2 = 0, takze za4dné z prvocisel nepfispéje ni¢im a C' = 1.
Cast D: Kdyby bylo D = 1, dostali bychom slozenim pfedchozich odhad® nerovnost

n

< K < (2n)V2 . 427/3,
2n+1

Tu muzeme nadale upravovat:

22n—10g(2n+1) < 2(10g 2n)v2n+4n/3

2n —log(2n + 1) < (log 2n)v2n + 4n/3,
2/3-n < (log2n)v2n +log(2n + 1).

Leva strana pritom roste asymptoticky rychleji nez prava, takZze nerovnost mtze
platit pouze pro koneéné mnoho n. Najit nejvétsi takové n neni lehké, ale snadno
ovéfime, Ze pro n > 1024 jiz bezpecné neplati: log2n < 4/n/8 (tyto dvé funkce
maji pravé jeden priiseéik a n = 1024 lezi bezpeéné za nim), takze (log2n)v/2n <
\/n/8-v/2n = n/2. Analogicky ziskdme log(2n+ 1) < n/10. Pravé strana nerovnosti
tedy nepferoste n/2 +mn/10 = 6/10 - n, coz je méné nez 2/3 - n na levé strané.

Pro n > 1024 musi tedy byt D > 1, takze Bertrandiv postulat plati. Pro
zbyvajicich kone¢né mnoho n sta¢i uvazit posloupnost prvocisel

2,3,5,7,13,23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259.

V ni je kazdé prvocislo mensi nez dvojnasobek predchoziho, takze kazdy interval
(n,2n) pro n < 1024 obsahuje alespoii jedno z nich.

Tim je Bertrandtv postulat dokézan. Q@
Hustota prvocéisel

Nakonec dokdzeme vétu o hustoté prvocisel, tedy n(z) = ©(z/logz). Dikaz
rozdélime na horni a dolni odhad.

Dolni odhad: Logaritmus kombina¢niho ¢isla K miizeme pomoci prvociselného roz-
kladu zapsat takto:

log K = log H por(K) | = Z log por ) = Z op(K) - log p.

p<2n p<2n p<2n
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Jelikoz podle Lemmatu X pfispéje prvocislo p nejvyse 2n, musi byt jeho exponent
0p(K) nejvyse log, 2n = log 2n/ log p. Dosadime:

log K < Z Tog 1gp< Z log 2n < 7(2n) - log 2n.

p<2n p<2n

Z tvodnich odhadu velikosti ¢isla K vime, ze K > 4™ /(2n+1), takZe pro dost velka n
nastane log K > n. Z toho ihned dostaneme m(2n) > n/log(2n).

Pro sudé x je tedy w(x) = Q(x/logx) a jelikoz funkce 7 neklesa, musi tento
odhad platit i pro licha x.

Horni odhad: Zvolme k tak, aby 2k=1 < 2 < 2F. Odhadneme shora poéet viech
prvoéisel mezi 1 a 2%, Pouzijeme k tomu osvédceny trik s rozdélenim fady na bloky
podle mocnin dvojky a nerovnost w(x + 1,2x) < 2x/log x z Disledku D:

k k :

, 2.9

< 7(2k) = (21 +1,29 <1 .
m(z) < +;7r +1,2) < +i§:; -

Posledni s¢itanec sumy vpravo (pro i = k) dava kyzeny odhad fadu z/logz, ale
musime se ubezpecit, ze zbyvajicich logn ¢lentd klesa dost rychle na to, aby ndm to
nepokazily. Nastésti ano:

2k=1 ok k 3
o1/ F oo 1 Pekzd)

takze celou sumu miizeme shora odhadnout geometrickou fadou:

_ > /3\° 2.2F 4
m(z) < m(2) + w(2F 1+1,2k)-;(4> <14+ — -§=O(2k/k):(9($/logx).

Tim je véta o hustoté prvocisel dokazana. V)
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