1. Datové struktury

V algoritmech potfebujeme zachézet s riznymi druhy dat — posloupnostmi,
mnozinami, grafy, ... Casto se nabizi vice zptisob, jak tato data ulozit do paméti
pocitace. Jednotlivé zpusoby se mohou liSit spotfebou paméti, ale také rychlosti
riznych operaci s daty. Vhodny zptisob tedy volime podle toho, jaké operace vyuziva
konkrétni algoritmus a jak ¢asto je provadi.

Otéazky tohoto druhu se pfitom opakuji. Proto je zkoumame obecné, coz vede
ke studiu datovych struktur. V této kapitole se podivame na ty nejbéznéjsi z nich.

1.1. Rozhrani datovych struktur

Nejprve si rozmyslime, co od datové struktury ocekédvame. Z pohledu programu
ma struktura jasné rozhrani: reprezentuje néjaky druh dat a umi s nim provadét
urcité operace. Uvniti datové struktury pak volime konkrétni ulozeni dat v paméti
a algoritmy pro provadéni jednotlivych operaci. Z toho pak plyne prostorova slozitost
struktury a casova slozitost operaci.

Fronta a zasobnik

Jednoduchym ptikladem je fronta. Ta si pamatuje posloupnost prvki a umi
s ni provadét tyto operace:

ENQUEUE(z) pfida na konec fronty prvek z
DEQUEUE odebere prvek ze zac¢atku fronty, pripadné oznami, ze fronta
je prazdna

Pokud frontu implementujeme jako spojovy seznam, zvladneme obé operace
v konstantnim case a vystacime si s paméti linearni v poc¢tu prvki.

Nejblizsim pfibuznym fronty je zdsobnik — ten si také pamatuje posloupnost
a dovede pridavat nové prvky na konec, ale odebira je z téhoz konce. Operaci pfidani
se obvykle fikd PUSH, operaci odebrani Pop.

Prioritni fronta
Zajimavéjsi je ,fronta s predbihanim®, zvana téz prioritni fronta. Kazdy prvek

ma pfifazenu ciselnou prioritu a na fadu vzdy prijde prvek s nejvyssi prioritou.
Operace vypadaji nasledovné:

ENQUEUE(z,p) pfida do fronty prvek a s prioritou p
DEQUEUE nalezne prvek s nejvyssi prioritou a odebere ho (pokud je
takovych prvki vic, vybere libovolny z nich)

Prioritni frontu lze reprezentovat polem nebo seznamem, ale nalezeni maxima z pri-
orit bude pomalé — v n-prvkové fronté ©(n). V oddilu [CJ zavedeme haldu, s niz
dosdhneme ¢asové slozitosti O(logn) u obou operaci.
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MnoZina a slovnik

Mnozina obsahuje koneény pocet prvka vybranych z néjakého univerza. Pod
univerzem si muzete predstavit tfeba celd Cisla, ale nemusime se omezovat jen na
né. Obecné budeme predpokladat, ze prvky univerza je mozné v konstantnim case
prifazovat a porovnavat na rovnost a ,je mensi nez“.

Mnozina nabizi néasledujici operace:

MEMBER(z) zjisti, zda x lezi v mnoziné (nékdy téz FIND(z))
INSERT(x) vlozi & do mnoziny (pokud tam uZ bylo, nestane se nic)
DELETE(z) odebere = z mnoziny (pokud tam nebylo, nestane se nic)

Zobecnénim mnoziny je slovnik. Ten si pamatuje kone¢nou mnozinu klicu a kazdé-
mu z nich p¥ifazuje hodnotu (to mize byt prvek néjakého dalsiho univerza, nebo
tfeba ukazatel na jinou datovou strukturu). Slovnik je tedy kone¢nd mnozina dvojic
(kli¢, hodnota), v niz se neopakuji klice. Typické slovnikové operace jsou tyto:

GET(z) zjisti, jakd hodnota je pfifazena kli¢i x (pokud néjak4)

SET(z,y) prifadi kli¢i  hodnotu y; pokud uZ néjaka dvojice s kli-
¢em x existovala, tak ji nahradi

DELETE(z) smaze dvojici s kli¢em z (pokud existovala)

Neékdy néas také zajima vzajemné poradi prvka — tehdy definujeme usporddanou
mnoZinu, kterd ma navic tyto operace:

MiN vrati nejmensi hodnotu v mnoziné

MAX vrati nejvétsi hodnotu v mnoziné

PRED(z) vrati nejveétsi prvek mensi nez x, nebo fekne, Ze takovy neni
Succ(x) vrati nejmensi prvek vétsi nez x, nebo fekne, Ze takovy neni

Obdobné mizeme zavést usporadané slovniky.

Mnozinu nebo slovnik mizeme reprezentovat pomoci pole. M4 to ale své nevy-
hody: Pfedevsim potfebujeme dopiedu znat horni mez poc¢tu prvkid mnoziny, pripad-
né si poridit ,nafukovaci“ pole (viz oddil ??). Mimo to se s polem pracuje pomalu:
mnozinové operace musi pokazdé projit vSechny prvky, coz trva ©(n).

Hled4ani mizeme zrychlit uspordddnim (setfidénim) pole. Pak mize MEMBER
binarné vyhledavat v logaritmickém case, ovSem vkladani i mazani zistanou linearni.

Pouzijeme-li spojovy seznam, vSechny operace budou linearni. Usporddanim
seznamu si nepomiizeme, protoze v seznamu nelze hledat binarné.

Miuzeme trochu podvadét a upravit rozhrani. Kdybychom slibili, Zze INSERT
nikdy nezavolame na prvek, ktery uz v mnoziné lezi, mohli bychom novy prvek vzdy
pridat na konec pole ¢i seznamu. Podobné kdyby DELETE dostal misto klice ukazatel
na uz nalezeny prvek, mohli bychom mazat v konstantnim ¢ase (cviceni E)
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Pozdéji vybudujeme vyhledavaci stromy (kapitola ??) a heSovaci tabulky (oddil
?7?), které budou mnohem efektivnéjsi. Abyste v&déli, na co se t&sit, prozradime uz
ted slozitosti jednotlivych operaci:

INSERT DELETE MEMBER MIN PRED
pole o(1)* O(n) O(n) O(n) ©(n)
usporadané pole O(n) O(n) O(logn) ©(1) O(logn)
Spojovy seznam o(1)* O(n) O(n) O(n) O(n)
uspofadany seznam O(n) O(n) O(n) O(1) O(n)
vyhledavaci strom O(logn) ©O(logn) ©O(logn) ©O(logn) ©O(logn)
heSovaci tabulka o(n)f o(n)f o(n)f O(n) O(n)

Operace MAX a SUCC jsou stejné rychlé jako MIN a PRED. Slozitosti oznacené hvéz-
dickou plati jen tehdy, slibime-li, Ze se prvek v mnoziné dosud nenachézi; v opac¢ném
pripadé je potfeba predem provést MEMBER. Slozitosti oznac¢ené kiizkem jsou pru-
mérné hodnoty. U poli pfedpokladame, ze dopfedu zname horni odhad velikosti
mnoziny.

Cviceni
1. Navrhnéte reprezentaci fronty v poli, ktera bude pracovat v konstantnim case.
Muzete pfedpokladat, ze piedem znate horni odhad pocétu prvka ve fronté.

2. Pii mazéani z pole vznikne dira, kterou je potieba zaplnit. Jak to udélat v kon-
stantnim case?

3.  Mmnoziny ¢isel muzeme reprezentovat usporadanymi seznamy. Ukazte, jak v této
reprezentaci pocitat prinik a sjednoceni mnozin v linedrnim case.

4* Na uspofddané mnoziné muZeme také definovat operaci INDEX(7), ktera najde
-ty nejmensi prvek. K ni inverzni je operace RANK(x), jeZ spocitd pocet prv-
k@i mnoziny mensich nez z. Rozmyslete, jakou slozitost tyto dvé operace maji
v riznych reprezentacich mnozin.

1.2. Haldy

Jednou z nejjednodussich datovych struktur je halda (anglicky heap), presnéji
feceno minimovd bindrni halda. Co takova halda umi? Pamatuje si mnozinu prvka
opattenych kli¢i a v nejjednodussi varianté nabizi tyto operace:

INSERT(x) vlozi prvek = do mnoZiny

FINDMIN(x) najde prvek s nejmensim klicem (pokud je takovych vic,
pak libovolny z nich)

EXTRACTMIN(z) odebere prvek s nejmensim klicem a vrati ho jako vysledek

Kli¢ pfifazeny prvku x budeme znaéit k(z). Kli¢e si mizeme predstavovat jako celd
¢isla, ale obecné to mohou byt prvky libovolného univerza. Jako obvykle budeme

predpokladat, ze klice lze pritazovat a porovnavat v konstantnim case.

3 2017-05-18



Definice: Strom nazveme bindrni, pokud je zakofenény a kazdy vrchol ma nejvyse
dva syny, u nichz rozliSujeme, ktery je levy a ktery pravy. Vrcholy rozdélime podle
vzdalenosti od korene do hladin: v nulté hladiné lezi kofen, v prvni jeho synové atd.

Definice: Minimovd bindrni halda je datova struktura tvaru binarniho stromu, v je-
hoz kazdém vrcholu je ulozen jeden prvek. Pritom plati:

1. Twar haldy: Vsechny hladiny kromé posledni jsou plné obsazené.

Posledni hladina je zaplnéna zleva.

2. Haldové uspordddni: Je-li v vrchol a s jeho syn, plati k(v) < k(s).
Pozorovani: Vydame-li se z kotfene doli po libovolné cesté, klice nemohou klesat.
Proto se v kofeni stromu musi nachézet jeden z minimalnich prvka (téch s nejmensim
kli¢em; kdykoliv budeme mluvit o porovnavani prvka, myslime tim podle kli¢t).

Podotykame jesté, ze haldové usporadani popisuje pouze ,svislé“ vztahy. Na-
priklad o relaci mezi levym a pravym synem téhoz vrcholu pranic netika.

Obr. 1.1: Halda a jeji oc¢islovani

Lemma: Halda s n prvky ma |log, n] + 1 hladin.

Dukaz: Nejprve spocitame, kolik vrcholi obsahuje binarni strom o h tUplné plnych
hladinach: 20421 422 ... +2"~1 = 2" _ 1. Pokud tedy do haldy pfidavame vrcholy
po hladinach, nova hladina pribude pokazdé, kdyz pocet vrcholti dosahne mocniny
dvojky. O

Haldu jsme sice definovali jako strom, ale diky svému pravidelnému tvaru muize
byt v paméti pocitace uloZzena mnohem jednodussim zptisobem. Vrcholy stromu
oéislujeme indezy 1, ..., n. Cislovat budeme po hladinich shora dolf, kazdou hladinu
zleva doprava. V tomto poradi mtzeme vrcholy ulozit do pole a pracovat s nimi jako
se stromem. Plati totiz:

Pozorovani: Méa-li vrchol index 4, pak jeho levy syn m4 index 2i a pravy syn 2i + 1.
Je-li ¢ > 1, otec vrcholu ¢ m4 index |i/2], pfi¢emz ¢ mod 2 ndm Fekne, zda je k otci
pripojen levou, nebo pravou hranou.

Zatim budeme predpokladat, ze dopredu vime, kolik prvkid budeme do haldy
vkladat, a podle toho zvolime velikost pole. Pozdéji (v oddilu ??) ukazeme, jak lze
haldu podle potfeby zmensovat a zvétSovat.
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Dodejme jesté, ze obdobné muizeme zavést maximovou haldu, kterd pouziva
opacné usporadani, takze namisto minima umi rychle najit maximum. VSechno, co
v této kapitole ukdzeme pro minimovou haldu, plati analogicky i pro tu maximovou.

Vkladani

Prazdnou nebo jednoprvkovou haldu vytvorime trividlné. Uvazujme nyni, jak
do haldy pfidat dalsi prvek.

Podminka na tvar haldy nam dovoluje pfidat novy list na konec posledni hla-
diny. Pokud by tato hladina byla plna, mizeme zalozit novou s jedinym listem tplné
vlevo. Tim dostaneme strom spravného tvaru, ale na hrané mezi novym listem £
a jeho otcem o jsme mohli porusit usporddani, pokud k(¢) < k(o).

V takovém ptipadé list s otcem prohodime. Tim jsme chybu opravili, ale mohli
jsme zpusobit dalsi chybu o hladinu vys. Tu vyresime dalsim prohozenim a tak dale.
Nové pridany prvek bude tedy ,vybublavat“ nahoru, potencialné az do kotene.

Zbyvéa se presvédcit, ze kdykoliv jsme prohodili otce se synem, nemohli jsme
pokazit vztah mezi otcem a jeho druhym synem. To proto, Ze otec se prohozenim
zmensil.

Obr. 1.2: Vkladani do haldy: zacatek a konec

Nyni vkladani zapiSeme v pseudokédu. Budeme predpokladat, Ze halda je ulo-
zena v poli, takze na vSechny vrcholy se budeme odkazovat indexy. Prvek na indexu ¢
oznac¢ime p(i) a jeho kli¢ (i), v proménné n si budeme pamatovat momentalni ve-
likost haldy.

Procedura HEAPINSERT (vkladani do haldy)

Vstup: Novy prvek p s klicem k

1. n<n+1
2. p(n) < p, k(n) < k
3. BUBBLEUP(n)

Procedura BUBBLEUP(7)
Vstup: Index i vrcholu se zménénym klicem

1. Dokud 7 > 1:
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2. 0+ |i/2] Q0 otec vrcholu i
3. Je-li k(o) < k(i), vyskoéime z cyklu.

4. Prohodime p(i) s p(0) a k(i) s k(o).

5. 140

Casovou slozitost odhadneme snadno: na kazdé hladiné stromu stravime nejvy-
Se konstantni ¢as a hladin je logaritmicky pocet. Operace INSERT tedy trva O(logn).

Hledani a mazani minima

Operace nalezeni minima (FINDMIN) je trividlni, staéi se podivat do kofene
haldy, tedy na index 1. Zajimavéjsi bude, kdyz se nam zachce provést EXTRACTMIN
¢ili minimum odebrat.

Kofen stromu pfimo odstranit nemutzeme. Axiom o tvaru haldy ndm nicméné
dovoluje beztrestné smazat nejpravéjsi vrchol na nejnizsi hladiné. Smazeme tedy ten
a prvek, ktery tam byl ulozeny, piesuneme do kofene.

Opét jsme v situaci, kdy strom mé spravny tvar, ale mize mit pokaZzené uspo-
fadani. Konkrétné se mohlo stat, Ze novy prvek v kofeni je vétsi nez néktery z jeho
synii, mozna dokonce nez oba. V takovém pfipadé koren prohodime s mensim z obou
synt. Tim jsme opravili vztahy mezi kofenem a jeho syny, ale mohli jsme zpusobit
obdobny problém o hladinu nize. Pokracujeme tedy stejnym zpusobem a ,zabubla-
vame“ nové vlozeny prvek hloubéji, potencialné az do listu.

Obr. 1.3: Mazani z haldy: zacatek a konec

Procedura HEAPEXTRACTMIN (mazani minima z haldy)
1. p+p(l), k+ k(1)
2. p(1) <= p(n), k(1) < k(n)
3. n<n-—1
4. BUBBLEDOWN(1)
Vystup: Prvek p s minimalnim klicem k
Procedura BUBBLEDOWN(¢)
Vstup: Index ¢ vrcholu se zménénym klicem

1. Dokud 2: < n: < vrchol i md nejaké syny
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Pokud s+1<mnak(s+1) < k(s):
s+ s+1

Pokud k(i) < k(s), vysko¢ime z cyklu.

Prohodime p(i) s p(s) a k(i) s k(s).

148

NSOt RN

Opét travime ¢as O(1) na kazdé hlading, celkem tedy O(logn).
Uprava klice

Dopliime jesté jednu operaci, kterda se ndm bude ¢asem hodit. Budeme ji fikat
DECREASE a bude mit za tkol snizit kli¢ prvku, jenz v haldé uz je.

Tvar kvtli tomu ménit nemusime, ale co se stane s usporadanim? Smérem dolia
jsme ho pokazit nemohli, smérem nahoru ano. Jsme tedy ve stejné situaci jako pri
INSERTuU, takze staci zavolat proceduru BUBBLEUP, aby uspofadani opravila. To
stihneme v logaritmickém case.

Je tu ale jeden zadrhel: musime védét, kde se prvek v haldé nachazi. Podle klice
vyhleddvat neumime, ovSem muzeme haldu naudit, aby nés informovala, kdykoliv se
zméni poloha néjakého prvku.

Obdobné mtzeme implementovat zvyseni kli¢e (INCREASE). Uspofadani se ten-
tokrat bude kazit smérem doli, takze ho budeme opravovat bubldnim v tomto sméru.

Vsimnéte si, ze INSERT mizeme ekvivalentné popsat jako pfidani listu s hod-
notou +o0o a nasledny DECREASE. Podobné EXTRACTMIN odpovida smazani listu
a INCREASE kofene.

Slozitost haldovych operaci shrneme nasledujici vétou:

Véta: V binarni haldé o n prvcich trvaji operace INSERT, EXTRACTMIN, INCREASE
a DECREASE ¢as O(logn). Operace FINDMIN trva O(1).

Konstrukce haldy

Pomoci haldy miizeme tfidit: vytvorime prazdnou haldu, do ni INSERTujeme
tfidéné prvky a pak je pomoci EXTRACTMIN vytahujeme od nejmensiho po nej-
vétsi. Jelikoz provedeme 2n operaci s nejvyse n-prvkovou haldou, mé tento t¥idici
algoritmus ¢asovou slozitost O(nlogn).

Samotné vytvoreni n-prvkové haldy lze dokonce stihnout v éase O(n). Prove-
deme to néasledovné: Nejprve prvky rozmistime do vrchold binarniho stromu v li-
bovolném poradi — pokud méame strom uloZeny v poli, nemuseli jsme pro to udélat
vibec nic, prosté jenom za¢neme pozice v poli chapat jako indexy ve stromu.

Pak budeme opravovat usporéddani od nejnizsi hladiny az k té nejvyssi, tedy
v potadi klesajicich indext. Kdykoliv zpracovavame néjaky vrchol, vyuzijeme to-
ho, Ze cely podstrom pod nim je uz usporadany korektné, takze na opravu vztaht
mezi novym vrcholem a jeho syny staci provést bublani dol. Pseudokdéd je mile
jednoduchy:
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Procedura MAKEHEAP (konstrukce haldy)

Vstup: Posloupnost prvka z1,...,z, s kli¢i k1,..., k,
1. Prvky uloZime do pole tak, ze (i) = z; a k(i) = k;.
2. Proi=|n/2],...,1:
3. BUBBLEDOWN(%)

Vystup: Halda

Véta: Operace MAKEHEAP ma4 ¢asovou slozitost O(n).

Diikaz: Necht strom mé h hladin oéislovanych od 0 (kofen) do h — 1 (listy). Bez
Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze vSechny hladiny jsou Gplné plné, takze
n=2"—-1.

Zprvu se zda, ze provadime n bublani, kterd trvaji logaritmicky dlouho, takze
jimi stravime ¢as O(nlogn). Podivame-li se pozornéji, vSimneme si, Ze napiiklad na
hladiné h — 2 lezi pfiblizné n/4 prvku, ale kazdy z nich bubldme nejvyse o hladinu
nize. Intuitivné vétsina vrcholt lezi ve spodni ¢asti stromu, kde s nimi mame maélo
prace. Nyni to fekneme exaktnéji.

Jedno BUBBLEDOWN na i-té hladiné trvd O(h — 1 — 7). Pokud to se¢teme pies
v8ech 2¢ vrcholii hladiny a poté pies vSechny hladiny, dostaneme (az na konstantu

z O):

h—1 ] h—1 — _ h—1 ] 0o J
Z%y«h—l—ozz;ﬁlﬂ > > 57 < 2;5
1= 7=0 7=0 7=0 7=0

Podle podilového kritéria konvergence fad posledni suma konverguje, takze pfedpo-
sledni suma je shora omezena konstantou. O

Poznamka: Argument s konvergenci fady zarucuje existenci konstanty, ale jeji hod-
nota by mohla byt absurdné vysoké. Pochybnosti zaplasime se¢tenim fady. Jde to
provést hezkym trikem — misto nekone¢né fady budeme scitat nekone¢nou matici:

1/2
1/4 1/4

1/8 1/8 1/8

Sé¢itame-li jeji prvky po Fadcich, vyjde hledand suma ;7 /27. Nyni budeme séitat
po sloupcich: prvni sloupec tvoii geometrickou fadu s kvocientem 1/2, a tedy soué-
tem 1 (to je mimochodem hezky vidét z bindrniho zapisu: 0.1 40.014+0.001+... =
0.111... = 1). Druhy sloupec mé poloviéni soucet, tfeti ¢tvrtinovy, atd. Soucet
souétt sloupcti je tudiz 14+ 1/2+1/4+ ... =2.

Tiidéni haldou — Heapsort

Jiz jsme prisli na to, Ze pomoci haldy lze t¥idit. Potfebovali jsme na to ovsem

linedrni pomocnou pamét na uloZeni haldy. Nyni ukdZeme elegantngjsi a tsporndjsi
algoritmus, kterému se obvykle fik&d Heapsort.

8 2017-05-18



Vstup dostaneme v poli. Z tohoto pole vytvoiime operaci MAKEHEAP maxi-
movou haldu. Pak budeme opakované mazat maximum. Halda se bude postupné
zmensovat a uvolnéné misto v poli budeme zapliovat setfidénymi prvky.

Obecné po k-tém kroku bude na indexech 1,...,n — k uloZena halda a na
n—k+1,...,n bude lezet poslednich k£ prvku setfidéné posloupnosti. V dalsim kroku
se tedy maximum haldy pfesune na pozici n — k a hranice mezi haldou a setiidénou
posloupnosti se posune o 1 doleva.

Algoritmus HEAPSORT (tfidéni haldou)
Vstup: Pole z1, ..., 2,

1. Proi=|n/2],...,1: < vytvorime z pole mazimovou haldu

2. HsBUBBLEDOWN(n, %)

3. Proi=mn,...,2:

4. Prohodime x1 s ;. < mazimum se dostane na sprdvné misto

5. HsBUBBLEDOWN(i — 1,1) < opravime haldu
Vystup: Settidéné pole z1, ..., T,

Bublaci procedura funguje podobné jako BUBBLEDOWN, jen pouziva opacné
usporadani a nerozlisuje prvky od jejich klica.

Procedura HSBUBBLEDOWN(m, 7)
Vstup: Aktudlni velikost haldy m, index vrcholu ¢
1. Dokud 2i < m:

2. s 2i

3. Pokud s +1 <m a xs41 > z4:

4. s s+1

5. Pokud z; > x5, vysko¢ime z cyklu.
6. Prohodime x; a ;.

7. 148

Véta: Algoritmus HEAPSORT setfidi n prvki v ¢ase O(nlogn).

Diikaz: Celkem provedeme O(n) volani procedury HSBUBBLEDOWN. V kazdém oka-
mziku je v haldé nejvyse n prvki, takZze jedno bublani trvd O(logn). O

Z toho, ze umime pomoci haldy tfidit, také plyne, zZe Casova slozitost haldovych
operaci je nejlepsi mozné:
Véta: Méjme datovou strukturu s operacemi INSERT a EXTRACTMIN, ktera prvky
pouze porovnava a pritazuje. Pak mé na n-prvkové mnoziné alesponi jedna z téchto
operaci slozitost Q(logn).
Dikaz: Pomoci n volani INSERT a n volani EXTRACTMIN lze settidit n-prvkovou po-
sloupnost. Z oddilu ?? ale vime, ze kazdy t¥idici algoritmus v porovnéavacim modelu
ma slozitost Q(nlogn). O
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Cviceni
1. Prioritni fronta se nékdy definuje tak, ze prvky se stejnou prioritou vraci v pofa-

di, v jakém byly do fronty vlozeny. Ukazte, jak takovou frontu realizovat pomoci
haldy. Dosahnéte ¢asové slozitosti O(logn) na operaci.

2. Navrhnéte operaci DELETE, kterd z haldy smaze prvek zadany svym indexem.

3* Dokazte, ze vyhleddvani prvku v haldé podle klice vyzaduje ¢as O(n).

4. Definujme d-regquldrni haldu jako d-arni strom, ktery splnuje stejné axiomy
o tvaru a uspofadani jako bindrni halda (bindrni tedy znamend totéz co 2-
reguldrni). Ukazte, Ze d-arni strom mé hloubku O(log,n) a lze ho také kédo-
vat do pole. Dokazte, 7ze haldové operace bublajici nahoru trvaji O(log,;n) a ty
bublajici dolt O(dlog, n). Zvysenim d tedy muzeme zrychlit INSERT a DECREASE]]
za cenu zpomaleni EXTRACTMIN a INCREASE. To se bude hodit v Dijkstrove
algoritmu, viz cviceni ?77.

5. 'V rozboru operace MAKEHEAP jsme prehazovali poradi s¢itdni v nekonecném
souc¢tu. To obecné nemusi byt ekvivalentni tprava. Vyuzijte poznatkl z mate-
matické analyzy, abyste dokazali, ze v tomto pfipadé se neni ¢eho bat.

1.3. Pismenkové stromy

Dalsi jednoduchou datovou strukturou je pismenkovy strom neboli trie.(!) Slou-
7i k ulozeni slovniku nejen podle nasi definice z oddilu m ale i v bézném smyslu
tohoto slova. Pamatuje si mnozinu slov — fetézct slozenych ze znakl néjaké pevné
koneéné abecedy — a kazdému slovu mize pfifadit néjakou hodnotu (tfeba pieklad
slova do kockovstiny).

Trie ma tvar zakofenéného stromu. Z kazdého vrcholu vedou hrany oznace-
né navzajem ruznymi znaky abecedy. V kofeni odpovidaji prvnimu pismenu slova,
o patro niz druhému, a tak dale.

Vrcholim muzeme pfifadit fetézce tak, ze preCteme vSechny znaky na cesté
z kotene do daného vrcholu. Kofen bude odpovidat prazdnému fetézci, ¢im hloubéji
ptjdeme, tim delsi budou fetézce. Vrcholy odpovidajici sloviim slovniku oznac¢ime
a ulozime do nich hodnoty pfifazené klicim. VSimnéte si, Ze oznacené mohou byt
i vnitini vrcholy, je-1i jeden kli¢ pokrac¢ovanim jiného.

Kazdy vrchol si tedy bude pamatovat pole ukazateli na syny (jako indexy
slouzi znaky abecedy), dale jednobitovou znacku, zda se jedna o slovo ve slovniku,
a pfipadné hodnotu pfifazenou tomuto slovu. Je-li abeceda konstantné velkd, cely
vrchol zabere konstantni prostor. Pro vétsi abecedu mizeme pole nahradit nékterou
z mnozinovych datovych struktur z pristich kapitol.

Vyhledavani (operace MEMBER) bude probihat takto: Za¢neme v kofeni a bu-
deme nasledovat hrany podle jednotlivych pismen hledaného slova. Pokud budou

(1) Zvlastni nazev, ze? Vznikl zk¥izenim slov tree (strom) a retrieval (vyhledavani).
Navzdory angli¢tiné se u nas vyslovuje ,trije“ a sklonuje podle vzoru rize.

10 2017-05-18



Obr. 1.4: Pismenkovy strom pro slova kocka, kocur,
kote, koza, kozel, kuzle, mys, mysak, myska

vSechny existovat, staci se podivat, jestli vrchol, do kterého jsme dosli, obsahuje
znacku. Chceme-li kdykoliv jit po neexistujici hrané, ihned odpovime, Ze se slovo
se slovniku nenachézi. Casova slozitost hledani je linedrni s délkou hledaného slova.
Vsimnéte si, ze na rozdil od jinych datovych struktur slozitost nezavisi na tom, v jak
velkém slovniku hledame.

Pii pfidévani slova (operace INSERT) se nové slovo pokusime vyhledat. Kdykoliv
pri tom bude néjaka hrana chybét, vytvorime ji a nechame ji ukazovat na novy list.
Vrchol, do kterého nakonec dojdeme, opatiime znackou. Casova, slozitost je ziejmé
linearni s délkou ptridavaného slova.

Pfi mazani (operace DELETE) bychom mohli slovo vyhledat a pouze z jeho
koncového vrcholu odstranit znacku. Tim by se ndm ale mohly zac¢it hromadit vétve,
které uz nevedou do zadnych oznacenych vrcholi, a tedy jsou zbytec¢né. Proto mazani
naprogramujeme rekurzivné: nejprve budeme prochazet stromem dolt a hledat slovo,
pak smazeme znacku a budeme se vracet do kofene. Kdykoliv pfitom narazime na
vrchol, ktery nema ani znacku, ani syny, smazeme ho. I zde vSe stihneme v linedrnim
Case s délkou slova.

Vytvorili jsme tedy datovou strukturu pro reprezentaci slovniku Fetézct, kte-
ra zvladne operace MEMBER, INSERT a DELETE v linearnim c¢ase s poc¢tem znaki
operandu. Jelikoz stale plati, Ze vSechny vrcholy stromu odpovidaji prefixim (za-
¢atkium) slov ve slovniku, spotfebujeme prostor nejvyse linedrni se souc¢tem délek
slovnikovych slov.

Cvicéeni

1. Zkuste v pismenkovém stromu na obrazku vyhledat slova kocka, kot a myval.
Pak pridejte kot a kure a nakonec smazte myska, mysak a mys.

2. Vymyslete, jak pomoci pismenkového stromu setfidit posloupnost fetézcti v ¢ase
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linedrnim vzhledem k souctu jejich délek. Porovnejte s algoritmem prihradko-
vého t¥idéni z oddilu ?7.

3. Je déan text rozdéleny na slova. Chceme vypsat frekvencni slovnik, tedy tabulku
vSech slov setfidénych podle poctu vyskyti.

4.  Vymyslete, jak pomoci pismenkového stromu reprezentovat mnozinu celych ¢isel
z rozsahu 1 az ¢. Jak bude slozitost operaci zaviset na ¢ a na velikosti mnoziny?

5. Navrhnéte datovou strukturu pro basniky, ktera si bude pamatovat slovnik a bu-
de umét hledat rymy. Tedy pro libovolné zadané slovo najde jiné slovo ve slov-
niku, které ma se zadanym co nejdelsi spoleény suffix.

6* Upravte datovou strukturu z pfedchoziho cviceni, aby v pfipadé, Ze nejlepsich
rymu je vice, vypsala lexikograficky nejmensi z nich.

7. Jak reprezentovat slovnik, abyste umeéli rychle vyhledavat vSechny presmycky
zadaného slova?

8.  Komprese trie: Pismenkové stromy casto obsahuji dlouhé nevétvici se cesty. Ty-
to cesty mizeme komprimovat: nahradit jedinou hranou, kterd bude namisto
jednoho pismene popsana celym fetézcem. Nadale bude platit, Ze vSechny hrany
vychéazejici z jednoho vrcholu se 1isi v prvnich pismenech. Dokazte, ze kompri-
movand trie pro mnozinu n slov mé nejvyse O(n) vrcholi. Upravte operace
MEMBER, INSERT a DELETE, aby fungovaly v komprimované trii.

1.4. Prefixové soucty

Nyni se budeme zabyvat datovymi strukturami pro intervalové operace. Obec-

né se tim mysli struktury, které si pamatuji néjakou posloupnost prvka zi,...,z,
a dovedou efektivné zachazet se souvislymi podposloupnostmi typu z;, zi11,. .., ;.

Tém se obvykle ¥ik4 useky nebo také intervaly (anglicky range).

Zacneme elementarnim prikladem: Dostaneme posloupnost a chceme umét od-
povidat na dotazy typu ,Jaky je soucet daného tseku?“. K tomu se hodi spocitat
takzvané prefixové soucty:

Definice: Prefizové soucty pro posloupnost x1,...,x, tvori posloupnost p,...,pn,
kde p; = x1+...+x;. Obvykle se hodi polozit pg = 0 jako soucet prazdného prefixu.
Vsechny prefixové soucty si dovedeme poridit v ¢ase O(n), jelikoz pg = 0
a Di+1 = Pi + Tiy1. Jakmile je mame, hravé spocitdme soucet obecného tseku
Z;+...+x;: mizeme ho totiz vyjadiit jako rozdil dvou prefixovych souct p; —p;—1.
Nase datova struktura tedy spotfebuje ¢as ©(n) na inicializaci a pak dokaze
v ¢ase O(1) odpovidat na dotazy. Prvky posloupnosti nicméné neumi ménit — snadno
si rozmyslime, Ze zména prvku x; zpusobi zménu vSech prefixovych souctt. Takovym
strukturdm se tika statické, na rozdil od dynamickych, jako je tfeba halda.

Rozklad na bloky

Existuje fada technik, jimiz 1ze ze statické datové struktury vyrobit dynamic-
kou. Jednu snadnou metodu si nyni ukazeme. V zadjmu zjednoduseni notace posune-
me indexy tak, aby posloupnost zac¢inala prvkem xzg.
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Vstup rozdélime na bloky velikosti b (konkrétni hodnotu b zvolime pozdé&ji).
Prvni blok bude tvofen prvky xg,...,xy_1, druhy prvky zy, ..., xop_1, atd. Celkem
tedy vznikne n/b blokt. Paklize n neni délitelné b, doplnime posloupnost nulami na
cely pocet bloki.

Obr. 1.5: Rozklad na bloky pro n = 30, b = 6 a dva dotazy

Libovolny zadany tsek se budto cely vejde do jednoho bloku, nebo ho miizeme
rozdélit na konec (suffix) jednoho bloku, n&jaky pocet celych blokt a zacatek (prefix)
dalsiho bloku. Libovolnd z téchto ¢asti pritom muize byt prazdna.

Poridime si tedy dva druhy struktur:

® Lokdlni struktury Ly, ..., L, , budou vyfizovat dotazy uvniti blo-
ku. K tomu nam staci spocitat pro kazdy blok prefixové soucty.

® Globdlni struktura G bude naopak pracovat s celymi bloky. Bu-
dou to prefixové soucty pro posloupnost, ktera vznikne nahrazenim
kazdého bloku jedinym ¢islem — jeho souctem.

Inicializaci téchto struktur zvlddneme v linedrnim ¢ase: Kazdou z n/b lokdlnich
struktur vytvofime v ¢ase ©(b). Pak spoéteme ©(n/b) souctti blokt, kazdy v Case
©(b) — nebo se na né mizeme zeptat lokdlnich struktur. Nakonec vyrobime globalni
strukturu v éase ©(n/b). VSechno dohromady trvd ©(n/b-b) = O(n).

Kazdy dotaz na soucet iseku nyni miizeme prelozit na nejvyse dva dotazy na
lokalni struktury a nejvyse jeden dotaz na globalni strukturu. VsSechny struktury
pfitom vydaji odpovéd v konstantnim ¢ase.

Procedura SOUCETUSEKU(3, j)

Vstup: Zacatek tseku i, konec tiseku j

1. Pokud j < i, Gsek je prazdny, takze polozime s <— 0 a skoncime.
2.z« |i/b], k<« |j/b] < wve kterém bloku idsek zacind a kde konci
3. Pokud z = k: < cely usek lezi v jednom bloku
s — LOKALNIDOTAZ(L,,i mod b, j mod b)
Jinak:

s1 + LOKALNIDOTAZ(L,,% mod b,b — 1)

Sg < GLOBALNIDOTAZ(G, z + 1,k — 1)

s3 + LOKALNIDOTAZ(L, 0, 7 mod b)

9. S 4 81+ S2+ s3
Vystup: Soucet tseku s

® NS o

Nyni se podivejme, co zpusobi zména jednoho prvku posloupnosti. Pfedevsim
musime aktualizovat pFislusnou lokélni strukturu, coz trva ©(b). Pak zménit jeden
soudet bloku a prepoéitat globalni strukturu. To zabere ¢as ©(n/b).
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Celkem nés tedy zména prvku stoji ©(b+ n/b). Vyuzijeme toho, ze parametr b
jsme si mohli zvolit jakkoliv, takZe ho nastavime tak, abychom vyraz b+n/b minima-
lizovali. S rostoucim b prvni ¢len roste a druhy klesa. JelikoZ soucet se asymptoticky
chové stejné jako maximum, vyraz bude nejmensi, pokud se b a n/b vyrovnaji. Zvo-
lime tedy b = |y/n] a dostaneme ¢asovou slozitost ©(y/n).

Véta: Blokova struktura pro soudty usekid se inicializuje v ¢ase ©(n), na dotazy
odpovida v ¢ase O(1) a po zméné jednoho prvku ji lze aktualizovat v case O(y/n).

Odmocninovy ¢as na zménu neni optimélni, ale princip rozkladu na bloky je
uziteéné znat a v pristim oddilu nas dovede k mnohem rychlejsi strukture.

Intervalova minima

Pokud se misto sou¢td budeme ptat na minima tsekt, prekvapivé dostaneme
velmi odlisny problém. Pokusime-li se pouzit osvédcéeny trik a predpocitat prefixova
minima, tvrdé narazime: minimum obecného tiseku nelze ziskat z prefixovych minim
— napiiklad v posloupnosti {1,9,4,7,2} jsou vSechna prefixovd minima rovna 1.

Opét nam pomuze rozklad na bloky. Lokalni struktury si nebudou nic pred-
pocitavat a dotazy budou vyfizovat otrockym projitim celého bloku v ¢ase ©(b).
Globélni struktura si bude pamatovat pouze n/b minim jednotlivych blokt, dotazy
bude vyfizovat téz otrocky v ¢ase ©(n/b).

Inicializaci struktury evidentné zvladneme v linearnim case. Libovolny dotaz
rozdélime na konstantné mnoho dotazl na lokalni a globalni struktury, coz dohro-
mady potrva ©(b+ n/b). Po zméné prvku sta¢i pfepocitat minimum jednoho bloku
v case O(b). Pouzijeme-li osvéd¢enou volbu b = /n, dosdhneme slozitosti ©(y/n)
pro dotazy i modifikace.

Pro zvédavého c¢tenare dodavame, Ze existuje i staticka struktura s linearnim
Casem na predvypocet a konstantnim na minimovy dotaz. Je ovSem o néco obtiznéj-
§1, takze zdjemce odkazujeme na kapitolu o dekompozici stromi v knize Krajinou

rafovych algoritmi [?]. Jednu z techni eré se k tomu hodi, si muzete vyzkouse
fovych algorit ?]. Jed technik, kt kt hodi, te vyzk t
v cviceni
Cviceni
1. Vyfeste tlohu o tseku s maximalnim souctem z vodni kapitoly pomoci prefi-
xovych souctu.

2. Je dana posloupnost pfirozenych ¢isel a ¢islo s. Chceme zjistit, zda existuje
tsek posloupnosti, jehoz soucet je presné s. Jak se tiloha zméni, pokud dovolime
i zdporna cisla?

3. Vymyslete algoritmus, ktery v posloupnosti celych ¢isel najde tisek se souctem
co nejblizs§im danému ¢islu.

4. 'V posloupnosti celych cisel najdéte nejdelsi vyvdZeny tsek, tedy takovy, v némz
je stejné kladnych ¢isel jako zapornych.

5% Mg&jme posloupnost ¢ervenych, zelenych a modrych prvki. Opét hledame nejdel-
81 vyvazeny tusek, tedy takovy, v némz jsou vSechny barvy zastoupeny stejnym
po¢tem prvki. Co se zméni, je-li barev vice?
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6. Navrhnéte dvojrozmérnou analogii prefixovych souc¢tu: Pro matici m x n pted-
poditejte v ¢ase O(mn) idaje, pomoci nichz ptijde v konstantnim &ase vypocist
soucet hodnot v libovolné souvislé obdélnikové podmatici.

7* Jak by vypadaly prefixové soucty pro d-rozmérnou matici?

8* Pro ctitele algebry: Myslenka sklddani tsekil z prefixt fungovala pro soudty,
ale selhala pro minima. Uvazujme tedy obecnéji néjakou binarni operaci &,
jiz chceme vyhodnocovat pro tseky: z; © ;41 @ ... @ ;. Co musi operace @
splitovat, aby bylo mozné pouzit prefixové soucty? Jaké vlastnosti jsou potieba
pro blokovou strukturu?

9. K odmocninové ¢asové slozitosti aktualizaci ndm pomohlo zavedeni dvojirov-
tiové struktury. Ukazte, jak pomoci t¥i tirovni dosahnout éasu O(n'/3) na aktu-
alizaci a O(1) na dotaz.

10* Vyteste predchozi cviceni pro obecny podet tirovni. Jaky pocet je optimalni?

11. Na kraji mésta stoji n-patrovy panelak, jehoz obyvatelé se bavi hazenim vajicek
na chodnik pfed domem. Idealni vajicko se pfi hodu z p-tého nebo vyssiho
patra rozbije; pokud ho hodime z nizsiho, zistane v pivodnim stavu. Jak na co
nejméné pokusi zjistit, kolik je p, pokud mame jenom 2 vajicka? Jak to dopadne
pro neomezeny pocet vajicek? A jak pro 3?7

12. Jak naroc¢ny predvypocet je potfeba, abychom uméli minima tsekl pocitat
v konstantnim case? V case O(n?) je to trividlni, ukazte, Ze staci O(nlogn).
Hodi se pfepocitat minima tsekd tvaru x;,...,%; 195 1 pro vSechna ¢ a j.

13* V matici tvaru R x S najdéte podmatici tvaru r x s, jejiz medidn je nejvétsi
mozny.

1.5. Intervalové stromy

Rozklad posloupnosti na bloky, ktery jsme zavedli v minulém oddilu, Ize ele-
gantné zobecnit. Posloupnost budeme délit na poloviny, ty zase na poloviny, a tak
déle, az dojdeme k jednotlivym prvkim. Pro kazdou ¢ast tohoto rozkladu si pritom
budeme udrzovat néco predpocitaného.

Tato ivaha vede k takzvanym intervalovym stromtim, které dovedou v logarit-
mickém cCase jak vyhodnocovat intervalové dotazy, tak ménit prvky. Nadefinujeme
je pro vypocet minim, ale pochopitelné by mohly pocitat i soucty ¢i jiné operace.
Zmnaceni: V celém oddilu pracujeme s posloupnosti g, . . ., x,_1 celych ¢isel. Bez Gjmy
na obecnosti budeme predpokladat, Ze n je mocnina dvojky. Interval (i, j) obsahuje
prvky x;, ..., x;_1 (pozor, z; uz v intervalu nelezi!). Pro ¢ > j to je prazdny interval.
Definice: Intervalovy strom pro posloupnost zg,...,x,—1 je binarni strom s nasle-
dujicimi vlastnostmi:

1. VSechny listy lezi na stejné hladiné a obsahuji zleva doprava prvky
Loy-+ s Tp—1-

2. Kazdy vnitini vrchol ma dva syny a pamatuje si minimum ze vSech
listi lezicich pod nim.

15 2017-05-18



Obr. 1.6: Intervalovy strom a jeho ocislovani

Pozorovani: Stejné jako haldu, i intervalovy strom miZeme ulozit do pole po hladi-
nach. Na indexech 1 az n — 1 budou leZzet vnitini vrcholy, na indexech n az 2n — 1
listy s prvky zg az x,_1. Strom budeme reprezentovat polem .S, jehoz prvky budou
bud ¢leny posloupnosti nebo minima podstromi.

Jesté si vSimneme, Ze podstromy prirozené odpovidaji intervalim v posloup-
nosti. Pod kofenem lezi celd posloupnost, pod syny kofene poloviny posloupnosti,
pod jejich syny Gtvrtiny, atd. Obecné o¢islujeme-1i hladiny od 0 (kofen) po h = logn
(listy), bude na k-té hladiné lezet 2% vrcholt. Ty odpovidaji kanonickym intervalim
tvaru (i,7 + 2" %) pro i délitelné 2",

Staticky intervalovy strom muzeme vytvorit v linearnim case: zadanou posloup-
nost zkopirujeme do listti a pak zdola nahoru prepocitdvime minima ve vnitinich
vrcholech: kazdy vnitini vrchol obdrzi minimum z hodnot svych synt. Celkem tim
stravime ¢as O(n+n/2+n/d+ ...+ 1) = O(n).

Intervalovy dotaz a jeho rozklad

Nyni se zabyvejme vyhodnocovanim dotazu na minimum intervalu. Zadany
interval rozdélime na O(logn) disjunktnich kanonickych intervalt. Jejich minima si
strom pamatuje, takze staci vydat jako vysledek minimum z téchto minim.

Prislusné kanonické intervaly miZzeme najit tfeba rekurzivnim prohledanim
stromu. Zac¢neme v kofeni. Kdykoliv stojime v né€jakém vrcholu, podivame se, v ja-
kém vztahu je hledany interval (i,j) s kanonickym intervalem (a,b) pfifazenym
aktudlnimu vrcholu. Mohou nastat ¢tyfi moznosti:

e (i,j) a (a,b) se shoduji: (i, j) je kanonicky, takze jsme hotovi.

® (i,7) lezi cely v levé poloviné (a,b): tehdy se rekurzivné zavolame
na levy podstrom a hleddme v ném stejny interval (i, j).

® (i,7) lezi cely v pravé poloviné (a,b): obdobné, ale jdeme doprava.

® (i, 7) prochazi pres stfed s intervalu (a, b): dotaz (i, j) rozdélime na
(1,8) a (s,7). Prvni z nich vyhodnotime rekurzivné v levém pod-
stromu, druhy v pravém.
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Nyni tuto myslenku zapiSeme v pseudokddu. Na vrcholy se budeme odkazovat
pomoci jejich indexi v poli S. Chceme-li rozlozit na kanonické intervaly dany interval
(i,7), zavoldme INTCANON(1, (0,n), (i, 7)).

Procedura INTCANON(v, {(a, b), (i, 7)) (rozklad na kanonické intervaly)

Vstup: Index vrcholu v, ktery odpovida intervalu (a, b); dotaz (i, 5)

1. Pokud a =14 a b = j, nahlasime vrchol v a skoné¢ime. q presnd
shoda

2. s+ (a+b)/2 < stred intervalu {(a,b)

3. Pokud j < s, zavolame INTCANON(2v, (a, s), (i, 7)). < wvlevo

4. Jinak je-li i > s, zavoldme INTCANON(2v + 1, (s, b), (i, 7). <
Upravo

5. Ve vSech ostatnich pripadech: a4 dotaz pres stred

6. Zavolame INTCANON(2v, {a, s), (i, s)).

7. Zavoldme INTCANON(2v + 1, (s, b), (s, ).

Vystup: Rozklad intervalu (i, j) na kanonické intervaly

Obr. 1.7: Rozklad dotazu na kanonické intervaly

Lemma: Procedura INTCANON rozlozi dotaz na nejvyse 2log, n disjunktnich kano-
nickych intervalii a stravi tim ¢as ©(logn).
Diikaz: Situaci sledujme na obrazku [ Necht dostaneme dotaz (i, 5). Oznacme /
a r prvni a posledni list lezici v tomto intervalu (tyto listy odpovidaji prvkam z;
a xj_1). Necht p je nejhlubsi spoleény predek listt £ a r.

Procedura prochézi od kotrene po cesté do p, protoze do té doby plati, ze dotaz
lezi budto cely nalevo, nebo cely napravo. Ve vrcholu p se dotaz rozdéli na dva
podintervaly.

Levy podinterval zpracovavame cestou z p do £. Kdykoliv cesta odbocuje do-
leva, pravy syn lezi cely uvnitf dotazu. Kdykoliv odbocuje doprava, levy syn lezi
cely venku. Takto dojdeme budto az do ¢, nebo diive zjistime, Ze podinterval je
kanonicky. Na kazdé z logn hladin riznych od kofene pritom stravime konstantni
Cas a vybereme nejvyse jeden kanonicky interval.
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Pravy podinterval zpracovavame analogicky cestou z p do r. Sec¢tenim pres
vSechny hladiny ziskdme kyzené tvrzeni. (|

Rozklad zdola nahoru

Ukazeme jesté jeden zpusob, jak dotaz rozkladat na kanonické intervaly. Ten-
tokrat bude zalozen na prochazeni hladin stromu od nejnizsi k nejvyssi. Dotaz pfi-
tom budeme postupné zmensovat ,,ukusovanim“ kanonickych intervali z jednoho ¢i
druhého okraje. V kazdém okamziku vypoctu si budeme pamatovat souvisly tsek
vrcholtt (a,b) na aktualni hlading, které dohromady pokryvaji aktudlni dotaz.

Na pocatku dostaneme dotaz (i, j) a pfelozime ho na tsek listd (n +i,n + j).
Kdykoliv pak na néjaké hladiné zpracovavame tsek (a, b), nejprve se podivame, zda
jsou a i b suda. Pokud ano, tsek (a,b) pokryva stejny interval, jako tsek (a/2,b/2)
o hladinu vys, takze se mtzeme na vyssi hladinu rovnou pfesunout. Je-li a liché,
ukousneme kanonicky interval vrcholu a a zbude nam usek (a + 1,b). Podobné je-li
b liché, ukousneme interval vrcholu b — 1 a snizime b o 1. Takto umime vSechny
pripady prevést na sudé a i b, a tim padem na tsek o hladinu vys.

Zastavime se v okamziku, kdy dostaneme prazdny tsek, coz je nejpozdéji tehdy,
kdyz se pokusime vystoupit z kofene nahoru.

Procedura INTCANON2(4, j) (rozklad na kanonické intervaly zdola nahoru)
Vstup: Dotaz (i, j)

1. a<i+n, b+ j+n < indexy listi
2. Dokud a < b:

3. Je-li a liché, nahlasime vrchol a a polozime a < a + 1.

4. Je-li b liché, polozime b < b — 1 a nahldsime vrchol b.

5. a<+a/2,b<b/2

Vystup: Rozklad intervalu (i, j) na kanonické intervaly

Béhem vypoctu projdeme log, n+1 hladin, na kazdé nahlasime nejvyse 2 vrcho-
ly. Pokud si navic uvédomime, Ze nahlaseni korene vylucuje nahlédseni kteréhokoliv
jiného vrcholu, vyjde nam opét nejvyse 2log, n kanonickych intervali.

Aktualizace prvku

Od statického intervalového stromu je jen kricek k dynamickému. Co se stane,
zménime-li néjaky prvek posloupnosti? Upravime hodnotu v pfislusném listu stromu
a pak musime prepocitat vSechny kanonické intervaly, v nichz dany prvek lezi. Ty
odpovidaji vrcholim lezicim na cesté z upraveného listu do kofene stromu.

Staci tedy zménit list, vystoupat z néj do kofene a cestou vSem vnitfnim vr-
choltim pfepocitat hodnotu jako minimum ze synt. To stihneme v case O(logn).
Program je pfimocary:

Procedura INTUPDATE(Z, ) (aktualizace prvku v intervalovém stromu)

Vstup: Pozice ¢ v posloupnosti, novad hodnota x

1. a+n+1 < index listu
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Sla] + =
Dokud a > 1:
a < |a/2]
Sla] < min(S[2al, S[2a + 1])

CUs W

Aktualizace intervalu a liné vyhodnocovani*

Nejen dotazy, ale i aktualizace mohou pracovat s intervalem. Nauc¢ime nas strom
pro vypocet minim operaci INCRANGE(i, 7, ), kterd ke vSem prvkam v intervalu
(1,7) pricte §. NemtZeme to samoziejmé udélat pfimo — to by trvalo pfili§ dlouho.
Pouzijeme proto trik, kterému se tikéa liné vyhodnocovdni operact.

Zadany interval (i, j) nejprve rozlozime na kanonické intervaly. Pro kazdy z nich
pak prosté zapiSeme do prislusného vrcholu stromu instrukci ,,nékdy pozdéji zvys
vSechny hodnoty v tomto podstromu o §“.

A7 pozdéji néjaka dalsi operace na instrukci narazi, pokusi se ji vykonat. Udéla
to ovSem liné: Misto aby pracné zvysila vSechny hodnoty v podstromu, jenom ptreda
svou instrukci obéma svym syniim, aby ji ¢asem vykonali. Pokud budeme strom
prochéazet vzdy shora dold, bude platit, Ze v ¢asti stromu, do niz jsme se dostali,
jsou uz vSechny instrukce provedené. Zkratka a dobfte, Sikovny $éf vSechnu praci
predava svym podrizenym.

Budeme si proto pro kazdy vrchol v pamatovat nejen minimum S[v], ale také
néjaké ¢islo A[v], o které maji byt zvétsené vsechny hodnoty v podstromu: jak prvky
v listech, tak vSechna minima ve vnitinich vrcholech.

Proceduru pro operaci INCRANGE odvodime od priichodu shora dolti v proce-
dufe INTCANON. Misto hlaSeni kanonickych intervaltt do nich budeme rozmistovat
instrukce. Navic potfebujeme aktualizovat minima ve vrcholech lezicich mezi kore-
nem a témito kanonickymi intervaly. To snadno zafidime pfi navratech z rekurze.
Pro zvySeni intervalu (i, j) o § budeme volat INTINCRANGE(L, (0,n), (i, 5),J).

Procedura INTINCRANGE(v, (a,b), (i, j), §) (aktualizace intervalu)
Vstup: Stojime ve vrcholu v pro interval (a, b) a pfi¢itame J k (i, j)

1. Pokuda=17ab=yj: 4 uZ mdme kanonicky interval
2. Polozime Afv] + A[v] 4+ ¢ a skonéime.

3. s« (a+b)/2 < stied intervalu (a,b)
4. Pokud j < s, zavoldme INTINCRANGE(2v, (a, s), (i, 7),0).

5. Jinak je-li i > s, zavolame INTINCRANGE(2v + 1, (s, b), (3, j), 9).

6. Ve vsech ostatnich pfipadech: < dotaz pres stred
7. Zavoldme INTINCRANGE(2v, (a, s), (i, 8}, 0).

8. Zavolame INTINCRANGE(2v + 1, (s, b), (s,7),9).

9. S[v] + min(S[2v] + A[2v], S[2v + 1] + A[2v + 1])

v Iv vz

Procedura bézi v ¢ase O(log n), protoze projde tutéz ¢ast stromu jako procedura
INTCANON a v kazdém vrcholu stravi konstantni cas.
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Vsechny ostatni operace odvodime z prochézeni shora dolii a upravime je tak,
aby v kazdém navstiveném vrcholu volaly nasledujici proceduru. Ta se postara o liné
vyhodnocovani instrukci a zabezpeci, aby v navstivené ¢asti stromu zadné instrukce
nezbyvaly.

Procedura INTLAZYEVAL(v) (liné vyhodnocovani)

Vstup: Index vrcholu v

1. 6+ Afv], Afv] + 0

2. S[v] + S[v]+4

3. Pokud v < n: <4 preddvdme synum
4. Al2v] + A[2v] 46

5. AR2v+1] + Al2v+ 1]+ 0

Kazdou operaci jsme opét zpomalili konstanta-krat, takze jsme zachovali slo-
Zitost ©(logn).

Vse si miizete prohlédnout na obrazku E Zacneme stromem z obrazku m
Pak pri¢teme 3 k intervalu (1,8) a ziskdme levy strom (u vrcholt jsou napsané
instrukce A[v], v zdvorkach pod listy skuteéné hodnoty posloupnosti). Nakonec po-
loZime dotaz (2,5), éimZ se instrukce ¢asteéné vyhodnoti a vznikne pravy strom.

@) @ M @ 6 12 (5) ) B3 @ (M @ @ (12) 6) ()

Obr. 1.8: Liné vyhodnocovani operaci
Cviceni
1. Naucte intervalovy strom zjistit druhy nejmensi prvek v zadaném intervalu.

vy

2. Naucte intervalovy strom zjistit nejblizsi prvek, ktery lezi napravo od zadaného
listu a obsahuje vétsi hodnotu.

3. Sestrojte variantu intervalového stromu, v niz hranice intervalt nebudou cisla
1,...,n, ale prvky né€jaké obecné posloupnosti h; < ... < hy,.

4. Naprogramujte funkci INTCANON nerekurzivné. Nejprve se vydejte z kofene do
spole¢ného predka p a pak paralelné prochazejte levou i pravou cestu do kraju
intervalu. Muze se hodit, Ze bratr vrcholu v mé index v XOR 1.

5. Jefab se sklada z n ramen spojenych klouby. Pro jednoduchost si ho pfedstavi-
me jako lomenou ¢aru v roviné. Prvni tsecka je fixni, kazda dalsi je pfipojena
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kloubem na svou predchtidkyni. Koncovy bod posledni tsecky hraje roli ha-
ku. Navrhnéte datovou strukturu, ktera si bude pamatovat stav jefdbu a bude
nabizet operace ,,0to¢ i-tym kloubem o thel a“ a ,zjisti aktualni pozici haku®.

Ukladame-li intervalovy strom do pole, potfebujeme predem védét, jak velké
pole si poridit. Ukazte, jak se bez tohoto predpokladu obejit. Muze se hodit
technika nafukovaciho pole z oddilu ?7.

Naucte intervalovy strom operaci SETRANGE(4, j, x), kterd vSechny prvky v in-
tervalu (4, j) nastavi na z. Lingm vyhodnocovanim dosédhnéte slozitosti O(log n).
Vrafte se k cviceni [L.4.1(] a v§imnéte si, Ze je-li n mocnina dvojky a zvolite-li
pocet Grovni rovny log, n, stane se z prihradkové struktury intervalovy strom.
Navrhnéte datovou strukturu, kterd si bude pamatovat posloupnost n levych
a pravych zavorek a bude umét v ¢ase O(logn) oto¢it jednu zavorku a rozhod-
nout, zda je zrovna posloupnost spravné uzavorkovana.
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