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0. Uvodem

Tento spisek vznikl jako ucebni text k prednasce z grafovych algoritmu, kte-
rou prednasim na Katedfe aplikované matematiky MFF UK v Praze. Rozhodné si
neklade za cil dikladné zmapovat celé v dnesni dobé jiz znacné rozkosatélé odveétvi
informatiky zabyvajici se grafy, spiSe se snazi ukazat nékteré typické techniky a te-
oretické vysledky, které se pii navrhu grafovych algoritmi pouzivaji. Zkratka je to
takovy turisticky privodce krajinou grafovych algoritmu.

Jelikoz prednéska se fadi mezi pokrocilé kursy, dovoluji si i v tomto textu pred-
pokladat zékladni znalosti teorie grafii a grafovych algoritmii. V p¥ipadé pochybnosti
doporucuji obratit se na nékterou z knih [28], [12] a [25]. V¥bornou referenéni pfiruc-
kou, ze které jsem Castokrat Cerpal i ja pfi sestavovani prednasek, je také Schrijverova
monumentalni monografie Combinatorial Optimization [33].

Mé diky patii studentim Seminéfe z grafovych algoritmil, na kterém jsem
na jafe 2006 prvni verzi této prednasky uvadél, za vyborné zpracované zapisky, jez
se staly prazdkladem tohoto textu. Jmenovité:

Toky, vezy a Ford-Fulkersontv algoritmus: Radovan Sestdk

Dinicuv algoritmus: Bernard Lidicky

Globdlni souvislost a pdrovdni: Jiri Peinlich a Michal Kirka

Gomory-Hu Trees: Milan Straka

Minimdin{ kostry: Martin Krulis, Petr Susil, Petr Skoda a Tomds Gavenciak
Pocitdni na RAMu: Zdenék Vilusinsky

Q-Heapy: Cyril Strejc

Suffizové stromy: Tomds Mikula a Jan Krdl

Dekompozice Union-Findu: Ales Snupdrek

Dékuji také tvircim vektorového editoru Vrr, v némz jsem kreslil vétsinu obrazk.

V Praze v bieznu 2007
Martin Mares

Znaceni
V celém textu se budeme drzet tohoto zakladniho znaceni:
¢ (G bude znacit koneny graf na vstupu algoritmu (podle potfeby budto
orientovany nebo neorientovany; multigraf jen bude-li explicitné feceno).
e VV a E budou mnoZiny vrcholi a hran grafu G (pfipadné jiného grafu
uvedeného v zévorkéch). Hranu z vrcholu u do vrcholu v budeme psat uv,
at uz je orientované nebo ne.
e n am bude pocdet vrcholi a hran, tedy n := |V|, m := |E]|.
e Pro libovolnou mnozinu X vrchold nebo hran bude X oznacovat doplnék
této mnoziny; pritom z kontextu by mélo byt vzdy jasné, vzhledem k ¢emu.

Také budeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze zpracovavany graf je souvisly

vvvvv

protoze vime, ze n = O(m).



1. Toky, rezy a Ford-Fulkersonuv algoritmus

V této kapitole nadefinujeme toky v sitich, odvodime zakladni véty o nich a
také Ford-Fulkersoniiv algoritmus pro hledani maximalniho toku. Také ukazeme,
jak na hledani maximalniho toku prevést problémy tykajici se fezil, separatort a
parovani v bipartitnich grafech. Dalsi tokové algoritmy budou néasledovat v pfistich
kapitolach.

Toky v sitich

Intuitivni pohled: sit je systém propojenych potrubi, ktery pfepravuje tekutinu
ze zdroje s (source) do spotiebice ¢ (target), pficemz tekutina se nikde mimo tato
dvé mista neztraci ani nevznika.

Definice:
e Sit je usporadand pétice (V, E, s,t,c), kde:

e (V, E) je orientovany graf,

® s ¢V zdroj,

e t € V spotrebi¢ neboli stok a

® ¢: E — Rt funkce udavajici kapacity jednotlivych hran.

® Ohodnocent hran je libovolnd funkce f : E — R. Pro kazdé ohodnoceni
f muzeme definovat:

FFoy= Y fle), fw= > fle), fAu)=f"@)—f (v)

e=(-v) e=(v,)

[co do vrcholu pFiteée, co odtece a jaky je v ném piebytek].
e Tok je ohodnoceni f: E — R, pro které plati:

e Ve:0< f(e) <c(e), (dodriuje kapacity)
oV #£s,t: fAv)=0. (Kirchhoffiw zdkon)

o Velikost toku: |f| = —f2(s).
® Rez (tokovy): mnoZina vrcholit C' C V takova, ze s € C, t ¢ C. Rez
miizeme také ztotoznit s mnozinami hran C~ = EN(C x C) [tém budeme
fikat hrany zleva doprava] a C* = EN (C x C) [hrany zprava doleva).
® Kapacita Tezu: |C| =Y .- c(e) (bereme v tivahu jen hrany zleva dopra-
va).
o Tok pies fez: fH(C) = Y,con fe), [T(C) = Yoee- fle), fA(C) =
fHC) = (0.
e Cirkulace je tok nulové velikosti, ¢ili f takové, ze f2(v) = 0 pro viechna v.
Zakladnim problémem, kterym se budeme zabyvat, je hledani maximdiniho
toku (tedy toku nejvétsi mozné velikosti) a minimdlniho Tezu (Fezu nejmensi mozné
kapacity).



Véticka: V kazdé siti existuje maximalni tok a miniméalni fez.

Diikaz: Existence minimalniho fezu je trividlni, protoze fezi v kazdé siti je konec-
né mnoho; pro toky v sitich s redlnymi kapacitami to ovSem neni samoziejmost a
je k tomu potfeba trocha matematické analyzy (v prostoru vSech ohodnoceni hran
tvori toky kompaktni mnozinu, velikost toku je linedrni funkce, a tedy i spojita, pro-
¢eZ nabyva maxima). Pro racionalni kapacity dostaneme tuto véticku jako dusledek
analyzy Ford-Fulkersonova algoritmu. Q

Pozorovani: Kdybychom velikost toku definovali podle spotiebice, vyslo by totéz.
Plati totiz:
FA) + £2(1) ZfA = fe)=fle)=0

(prvni rovnost plyne z Kirchoffova zékona — viechna ostatni 2 (v) jsou nulové; druhé
pak z toho, %e kazd4 hrana pfispéje k jednomu f*(v) a k jednomu f~(v)). Proto je
[fl = —f2(s) = f2(®).

Stejné tak mizeme velikost toku zméfit na libovolném fezu:

Lemma: Pro kazdy fez C plati, ze |f| = —f2(C) < |C].

Diikaz: Prvni ¢ast indukci: kazdy fez mazeme ziskat postupnym pridavanim vrchol
do trividlniho fezu {s} [Gili pfesouvanim vrcholii zprava doleval, a to, jak ukéze
jednoduchy rozbor p¥ipadii, nezméni f2. Druha éast: —f2(C) = f~(C) — fH(C) <
(@) <icl.

Vime tedy, ze velikost kazdého toku lze omezit kapacitou libovolného fezu.
Kdybychom nasli tok a fez stejné velikosti, mizeme si proto byt jisti, ze tok je
maximalni a fez minimalni. To neni nahoda, plati totiz nasledujici véta:

Véta (Ford, Fulkerson): V kazdé siti je velikost maximalniho toku rovna velikosti
miniméalniho fezu.

Diikaz: Jednu nerovnost jsme dokazali v pfedchozim lemmatu, druha plyne z duality
linedrniho programovéani [max. tok a min. fez jsou navzajem dudlni tlohy], ale k pék-
nému kombinatorickému dikazu pijde opét pouzit Ford-Fulkersontiv algoritmus. ©

Ford-Fulkersonuv algoritmus

Nejprimocarejsi zpusob, jak bychom mohli hledat toky v sitich, je zacit s né-
jakym tokem (nulovy je po ruce vzdy) a postupné ho zlepSovat tak, ze nalezneme
néjakou nenasycenou cestu a posleme po ni ,co pujde“. To bohuzel nefunguje, ale
mizeme tento postup trochu zobecnit a byt ochotni pouzivat nejen hrany, pro které
je f(e) < c(e), ale také hrany, po kterjch néco teée v protisméru a my muzeme tok
v nasem smeéru simulovat odectenim od toku v protisméru. Trochu formalnéji:

Definice:
® Rezerva hrany e = (v, w) pti toku f se definuje jako r(e) = (c(e) — f(e)) +
f(€)), kde ¢’ = (w, v). Pro ucely tohoto algoritmu budeme pfedpokladat,

7e ke kazdé hrané existuje hrana opac¢né; pokud ne, dodefinujeme si ji a
dame ji nulovou kapacitu.



® Jlepsujici cesta je orientovand cesta, jejiz vSechny hrany maji nenulovou
rezervu.

Algoritmus:

1. f — nulovy tok.

2. Dokud existuje zlepsujici cesta P z s do t:

3. m < mingep r(e).

4. Zvétsime tok f podél P o m (kazdé hrané e € P zvétsime f(e),
pripadné zmensime f(e’), podle toho, co jde).

Analyza: Nejdfive si rozmysleme, Ze pro celoéiselné kapacity algoritmus vzdy do-
béhne: v kazdém kroku stoupne velikost toku o m > 1, coz muzZe nastat pouze
kone¢né-krat. Podobné pro racionalni kapacity: prfenasobime-li vSechny kapacity je-
jich spoleénym jmenovatelem, dostaneme sif s celodiselnymi kapacitami, na které
se bude algoritmus chovat identicky a jak jiz vime, skon¢i. Pro iracionélni kapacity
obecné dobéhnout nemusi, zkuste vymyslet protiptiklad.

Uvazme nyni situaci po zastaveni algoritmu. Funkce f je urcité tok, protoze jim
byla po celou dobu béhu algoritmu. Prozkoumejme ted mnozinu C vrcholi, do nichz
po zastaveni algoritmu vede zlepsujici cesta ze zdroje. Jisté s € C, t € C, takze
tato mnozina je fez. Navic pro kazdou hranu e € C~ musi byt f(e) = c(e) a pro
kazdou e’ € CT je f(e’) = 0, protoZe jinak by rezerva hrany e nebyla nulova. TakZe
fm(@) =[Cla fH(C)=0,dili |f| = |C].

Nasli jsme tedy k toku, ktery algoritmus vydal, fez stejné velikosti, a pro-
to, jak uz vime, je tok maximalni a fez minimélni. Tim jsme také dokazali Ford-
Fulkersonovu vétu(!) a existenci maximalniho toku. Navic algoritmus nikdy nevy-
tvari z celych Cisel necela, ¢imz ziskame:

Dausledek: Sif s celodiselnymi kapacitami mé maximalni tok, ktery je celo¢iselny.
Casova slozitost F-F algoritmu mtize byt pro obecné sité a nesikovnou volbu zlep-
Sujicich cest obludnd, ale jak dokazali Edmonds s Karpem, pokud budeme hledat
cesty prohleddvanim do $ifky (coz je asi nejpiimocatejsi implementace), pobézi v ¢a-
se O(m?n). Pokud budou vsechny kapacity jednotkové, snadno nahlédneme, Ze staci
O(nm). Edmondstv a Karpiv odhad nebudeme dokazovat, misto toho si v pFisti
kapitole predvedeme efektivnéjsi algoritmus.

Rezy, separitory a k-souvislost
Teorie tokt ndm rovnéZ poslouzi ke zkoumdani nasobné souvislosti grafi.
Definice: Pro kazdy neorientovany graf G a libovolné jeho vrcholy s, t zavedeme:

® st-fez je mnozina hran F' takova, ze v grafu G — F' jsou vrcholy s,t v ruz-
nych komponentach souvislosti.

(1) Dokonce jsme ji dokazali i pro realné kapacity, protoze miizeme algoritmus spus-
tit rovnou na maximalni tok misto nulového a on se ihned zastavi a vydéa certifikujici
fez.



® st-separdtor je mnozina vrchold W takova, ze s,t ¢ W a v grafu G — W
jsou vrcholy s, ¢ v riznych komponentach souvislosti.

® Rez je mnoZina hran, kterd je xy-fezem pro néjakou dvojici vrchold z, y.

® Separdtor je mnozina vrcholu, kterd je xy-separatorem pro néjakou dvojici
vrcholu z, y.

e G je hranové k-souvisly, pokud |V| > k a vSechny fezy v G maji alespon k
hran.

e G je vrcholové k-souvisly, pokud |V| > k a vSechny separatory v G maji
alespon k vrcholt.

Vsimnéte si, ze nesouvisly graf mé fez i separator nulové velikosti, takze vr-
cholova i hranova 1l-souvislost splyvaji s obycejnou souvislosti pro vsechny grafy
o alesporti dvou vrcholech. Hranové 2-souvislé jsou pravé (netrividlni) grafy bez mos-
ti, vrcholové 2-souvislé jsou ty bez artikulact.

Pro orientované grafy muzeme st-fezy a st-separatory definovat analogicky
(totiz, ze po odstranéni pfislusné mnoziny hran & vrcholi neexistuje orientovand
cesta z s do t), globalni fezy a separatory ani vicendsobna souvislost se obvykle
nedefinuji.

Poznamka: Minimalni orientované st-fezy podle této definice a minimalni tokové
fezy podle definice ze zac¢atku kapitoly splyvaji: kazdy tokovy fez C' odpovida st-
fezu stejné velikosti tvofenému hranami v C~; naopak pro minimdalni st-fez musi
byt mnozina vrchola dosazitelnych z s po odebrani fezu z grafu tokovym fezem, opét
stejné velikosti. [Velikost méfime sou¢tem kapacit hran.] Dava tedy rozumny smysl
fikat obojimu stejné. Podobné se chovaji i neorientované grafy, pokud do ,tokového
fezu pocitame hrany v obou smérech.

Analogii tokt je pak existence néjakého poctu disjunktnich cest (vrcholové nebo
hranové) mezi vrcholy s a t. Analogii F-F véty pak budou zndmé Mengerovy véty:

Véta (Mengerova, lokalni hranova orientovana): Bud G orientovany graf a s, t néjaké
jeho vrcholy. Pak je velikost minimalniho st-fezu rovna maximalnimu poc¢tu hranoveé
disjunktnich st-cest.(?

Diikaz: 7 grafu sestrojime sit tak, ze s bude zdroj, t spotiebi¢ a vSem hrandm na-
stavime kapacitu na jednotku. Rezy v této siti odpovidaji fezfim v ptivodnim grafu.
Podobné kazdy systém hranové disjunktnich st-cest odpovida toku stejné velikosti
a naopak ke kazdému celoc¢iselnému toku dovedeme najit systém disjunktnich cest
(hladové tok rozkldddme na cesty a pribézné odstratiujeme cirkulace, které objevi-
me). Pak pouzijeme F-F vétu. Q

Véta (Mengerova, lokdlni vrcholova orientovand): Bud G orientovany graf a s,t
néjaké jeho vrcholy takové, ze st ¢ FE. Pak je velikost minimalniho st-separatoru
rovna maximalnimu poétu vrcholové disjunktnich st-cest. (3

) orientovanych cest z s do t
(3 Tim myslime cesty disjunktni az na krajni vrcholy.
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Diikaz: Podobné jako v ditkazu piedchozi véty zkonstruujeme vhodnou sit. Tentokrat
ovsem rozdélime kazdy vrchol na vrcholy v+ a v, vSechny hrany, které ptivodné
vedly do v, pfepojime do v+, hrany vedouci z v povedou z v~ a pfiddme novou hranu
z v do v~. VSechny hrany budou mit jednotkové kapacity. Toky nyni odpovidaji
vrcholové disjunktnim cestam, fezy v siti separatorim. Q

>ﬁ<% ;w v:

Rozdéleni vrcholu

Podobné dostaneme neorientované lokalni véty (neorientovanou hranu nahra-
dime orientovanymi v obou smérech) a z nich pak i globélni varianty popisujici
k-souvislost graft:

Véta (Mengerova, globalni hranova neorientovana): Neorientovany graf G je hranové
k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje alespori k£ hranoveé
disjunktnich cest.

Véta (Mengerova, globalni vrcholova neorientovana): Neorientovany graf G je vr-
cholové k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje alespon k
vrcholové disjunktnich cest.

Maximalni parovani v bipartitnim grafu

Jingm problémem, ktery lze snadno prevést na hledani maximéalniho toku, je
nalezeni mazimdlniho pdrovani v bipartitnim grafu, tedy mnoziny hran takové, ze
zadné dvé hrany nemaji spolecny vrchol. Maximalnim minime vzhledem k poctu
hran, nikoliv vzhledem k inkluzi.

Z bipartitniho grafu (A U B, E) sestrojime sit obsahujici vSechny ptivodni vr-
choly a navic dva nové vrcholy s a t, dale pak vSechny ptivodni hrany orientované
z A do B, nové hrany z s do vSech vrcholt partity A a ze vSech vrcholi partity B
do t. Kapacity vSech hran nastavime na jednicky:

Nyni si vSimneme, Ze parovani v puvodnim grafu odpovidaji celo¢iselnym to-
kim v této siti a ze velikost toku je rovna velikosti parovani. Sta¢i tedy nalézt
maximélni celo¢iselny tok (tfeba F-F algoritmem) a do parovani umistit ty hrany,
po kterych néco tece.

Podobné mizeme najit souvislost mezi fezy v této siti a vrcholovymi pokrytimi
zadaného grafu — to jsou mnoziny vrcholu takové, Ze se dotykaji kazdé hrany. Tak
z F-F véty ziskdme jinou standardni vétu:
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Véta (Konigova): V kazdém bipartitnim grafu je velikost maximalniho parovani rov-
na velikosti minimalniho vrcholového pokryti.

Diikaz: Pokud je W vrcholové pokryti, musi hrany vedouci mezi vrcholy této mnozi-
ny a zdrojem a spotfebi¢em tvorit stejné velky ez, protoze kazda st-cesta obsahuje
alespont jednu hranu bipartitniho grafu a ta je pokryta. Analogicky vezmeme-li li-
bovolny st-fez (ne nutné tokovy, sta¢i hranovy), miZzeme ho bez zvétseni upravit
na st-fez pouzivajici pouze hrany ze s a do t, kterému pfimocare odpovida vrcholo-
vé pokryti stejné velikosti. Q

Nékteré algoritmy na hleddni maximalniho parovani vyuzivaji také volné stii-
davé cesty:

Definice: (Volnd) stiidavd cesta v grafu G s parovanim M je cesta, kterd zacind i
kon¢i nesparovanym vrcholem a stfidaji se na ni hrany lezici v M s hranami mimo
parovani.

Vsimnéte si, ze pro bipartitni grafy odpovidaji zlepsujici cesty v prislusné siti
pravé volnym stiidavym cestam a zlepSeni toku podél cesty odpovida prexorovanim
parovani volnou stfidavou cestou. Ford-Fulkersontiiv algoritmus tedy lze velice snadno
formulovat i v Teci stfidavych cest.

2. Dinictiv algoritmus a jeho varianty

Maximalni tok v siti uz umime najit pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu z mi-

nulé kapitoly. Nyni pojedndme pojedname o efektivnéjsim Dinicové algoritmu a
o riznych jeho variantéch pro sité ve specidlnim tvaru.
Dinicav algoritmus
Diniciv algoritmus je zaloZzen na nésledujici myslence: Ve Ford-Fulkersonové

algoritmu nemusime pricitat jen zlepsSujici cesty, ale je mozné pricitat rovnou zlep-
Sujici toky. Nejlépe toky takové, aby je nebylo obtizné najit, a pfitom aby piuvodni
tok dostatecné obohatily. Vhodnymi objekty k tomuto ucelu jsou blokujici toky:
Definice: Blokujici tok je tok takovy, ze kazda orientovand st-cesta obsahuje ale-
spoii jednu nasycenou hranu. [Tj. takovy tok, ktery by nasel F-F algoritmus, kdyby
neuvazoval rezervy v protismeéru.|
Algoritmus (Dinic):

1. Za¢neme s libovolnym tokem f, napfiklad prazdnym (vSude nulovym).

2. Tterativné vylepSujeme tok pomoci zlepsujicich tokt: (vnéjsi cyklus)

3. Sestrojime sit rezerv: vrcholy a hrany jsou tytéz, kapacity jsou
urceny rezervami v pavodni siti. Dale budeme pracovat s ni.

4. Najdeme nejkratsi st-cestu. Kdyz zadna neexistuje, skoncime.

5. Procistime sitf, tj. ponechdme v ni pouze vrcholy a hrany na nej-
kratsich st-cestach.

6. Najdeme v procisténé siti blokujici tok fp:

7. fB «— prdzdny tok



8. Postupné piiddvame st-cesty: (vnitini cyklus)

9. Najdeme st-cestu. Napi. hladové — ,rovnou za nosem®.
10. Posleme co nejvice po nalezené cesté.
11. SmaZeme nasycené hrany. (Pozor, smazdnim hran mo-

hou vzniknout slepé ulicky, ¢imz se znecisti sit a nebude
fungovat hladové hledéni cest.)

12. Dodistime sit.
13. Zlepsime f podle fp
S t

Procisténa sit rozdélena do vrstev

Slozitost algoritmu: Oznacme [ délku nejkratsi st-cesty, n pocet vrcholu sité a m
pocet hran sité.
e Jeden prichod vnitfnim cyklem trva O(1), coz mzeme odhadnout jako
O(n), protoze vzdy plati I < n.
® Vnitini cyklus se provede maximélné m-krat, protoze se vzdy alespon
jedna hrana nasyti a ze sité vypadne, takze krok 6 mimo podkroku 12
bude trvat O(mn).
o Cisténi a docistovani sité dohromady provedeme takto:

® Rozvrstvime vrcholy podle vzdalenosti od s.
e Zatizneme dlouhé cesty (delsi, nez do vrstvy obsahujici ¢).
e Drzime si frontu vrchold, které maji degt = 0 ¢i deg™ = 0.
® Vrcholy z fronty vybirame a zahazujeme vcetné hran, které
vedou do/z nich. A p¥ipadné ptiddavame do fronty vrcholy, kte-
rym pfi tom klesl jeden ze stupnid na 0. Vymazou se tim slepé
ulicky, které by vadily v podkroku 9.
Takto kroky 5 a 12 dohromady spotfebuji ¢as O(m).
e Jeden pruchod vnéjsim cyklem tedy trvd O(mn).
® Jak za chvili dokdzeme, kazdym prichodem vnéjsim cyklem [ vzroste,

takze priichodi bude maximalné n a cely algoritmus tak pobézi v case
O(n*m).
Korektnost algoritmu: Kdyz se Dinictiv algoritmus zastavi, nemiize uz existovat
zadné zlepsujici cesta (viz krok 4) a tehdy, jak uz vime z analyzy F-F algoritmu, je
nalezeny tok maximalni.
Véta: V kazdém prichodu Dinicova algoritmu vzroste [ alespon o 1.

Diikaz: Podivame se na priibéh jednoho priichodu vnéjsim cyklem. Délku aktualné
nejkratsi st-cesty oznaCme [. VSechny puvodni cesty délky [ se béhem prichodu

10



zarucené nasyti, protoze tok fp je blokujici. Musime vSak dokéazat, Ze nemohou
vzniknout zadné nové cesty délky [ nebo mensi. V siti rezerv totiz mohou hrany
nejen ubyvat, ale i pfibyvat: pokud posleme tok po hrané, po které jesté nic neteklo,
tak v protisméru z dosud nulové rezervy vyrobime nenulovou. Rozmysleme si tedy,
jaké hrany mohou piibyvat:

Vnéjsi cyklus zacina s neprocisténou siti. Priklad takové sité je na nasledujicim
obrazku. Po procisténi ztistanou v siti jen ¢erné hrany, tedy hrany vedouci z i-té
vrstvy do (i + 1)-ni. Cervené a modré¥) se zahodi.

Neprodisténd sit. Obsahuje zp&tné hrany, hrany uvnit¥ vrstvy a slepé ulicky.

Nové hrany mohou vznikat vyhradné jako opa¢né k Gernym hrandm (hrany
ostatnich barev padly za obét pro¢isténi). Jsou to tedy vzdy zpétné hrany vedouci
z i-té vrstvy do (i — 1)-ni. Vznikem novych hran by proto mohly vzniknout nové
st-cesty, které pouzivaji zpétné hrany. Jenze st-cesta, kterd pouzije zpétnou hranu,
musi alespon jednou skocit o vrstvu zpét a nikdy nemuze skocCit o vice nez jednu
vrstvu dopfedu, a proto je jeji délka alespon [ + 2. Tim je véta dokézana. Q

Cesta uzivajici novou zpétnou hranu

Poznamky

® Neni potfeba tak puntickarské ¢isténi. Vrcholy se vstupnim stupném 0
nam nevadi — stejné se do nich nedostaneme. Vadi jen vrcholy s vystupnim
stupném 0, kde by mohl havarovat postup v podkroku 9.

® Je mozné délat prohledavani a ¢isténi soucasné. Jednoduse prohledavanim
do hloubky: ,Hrrr na né!“ a kdyZ to nevyjde (dostaneme se do slepé
ulicky), kus ustoupime a pfi Gstupu éistime sif odstrafiovinim slepé ulicky.

(4 Modré jsou ty, které vedou v ramci jedné vrstvy, éervené vedou zpét ¢ za spo-
tfebi¢ ¢i do slepych ulicek. Pti vytisténi na papir vypadaji vSechny cerné.
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e Uz pfi prohledavani si rovnou udrzujeme minimum z rezerv a pii zpa-
tecni cesté opravujeme kapacity. Snadno zkombinujeme s prohledavanim
do hloubky.

e V pritbéhu vypocétu udrzujeme jen sif rezerv a tok vypocteme az nakonec
z rezerv a kapacit.

e Kdyz budeme chtit hledat miniméalni fez, spustime po Dinicovu algoritmu
jesté jednu iteraci F-F algoritmu.

Specidlni sité (ubirdme na obecnosti)

Pfi pfevodu riiznych tloh na hledéni maximélniho toku ¢asto dostaneme sit
v néjakém specidlnim tvaru — tfeba s omezenymi kapacitami ¢i stupni vrcholt. Po-
divame se proto podrobnéji na chovani Dinicova algoritmu v takovych pripadech a
ukdzZeme, Ze Casto pracuje prekvapivé efektivné.
Jednotkové kapacity: Pokud sit neobsahuje cykly délky 1 (dvojice navzijem opaé-
nych hran), vSechny rezervy jsou jen 0 nebo 1. Pokud obsahuje, mohou rezervy byt i
dvojky, a proto sif upravime tak, Ze ke kazdé hrané pfiddme hranu opa¢nou s nulo-
vou kapacitou a rezervu proti sméru toku pfirkneme ji. Vzniknou tim sice paralelni
hrany, ale to tokovym algoritmtim nikterak nevadi.(®

Pfi hledani blokujiciho toku tedy budou mit vSechny hrany na nalezené st-
cesté stejnou, totiz jednotkovou, rezervu, takze vzdy z grafu odstranime celou cestu.
KdyZ mame m hran, pocet zlepSeni po cestach délky ! bude maximélné m/I. Proto
slozitost podkroktt 9, 10 a 11 bude m/l - O(l) = O(m).(®) Tedy pro jednotkové
kapacity dostavame slozitost O(nm).

Jednotkové kapacity znovu a lépe: Vnitini cyklus 1épe udélat nepijde. Je potieba
alespon linearni ¢as pro ¢isténi. Mtzeme se ale pokusit 1épe odhadnout pocet iteraci
vnéjsiho cyklu.

Sledujme stav sité po k iteracich vnéjsiho cyklu a pokusme se odhadnout, kolik
iteraci jesté algoritmus udéla. Oznacme [ délku nejkratsi st-cesty. Vime, ze | > k,
protoze v kazdé iteraci vzroste [ alespon o 1.

Mame tok fir a chceme dostat maximalni tok f. Rozdil f — fj je tok v siti
rezerv (tok v ptvodni siti to ovSem byt nemusi!), ozna¢me si ho fr. Kazda iterace
velkého cyklu zlepsi fj, alesponi o 1. Tedy nam zbyva jesté nejvyse | fr| iteraci. Proto
bychom chtéli omezit velikost toku fr. Napriklad fezem.

Najdeme v siti rezerv n&jaky dost maly fez C. Kde ho vzit?{" Pocitejme jen
hrany zleva doprava. Téch je jisté nejvyse m a tvori alespon k rozhrani mezi vrstvami.
Tedy existuje rozhrani vrstev s nejvyse m/k hranami® . Toto rozhrani je fez. Tedy

) Casto se to implementuje tak, Ze protismérné hrany viibec nevytvoiime a kdyz
hranu nasytime, tak v siti rezerv prosté obratime jeji orientaci.

{6) Nebo by &lo argumentovat, tim Ze kazdou hranu pouZijeme jen 1x.

(7 Pteci v feznictvi. Kdepak, spise v cukrarné. Myslite, Ze v cukrarné maji Dinicovy
fezy? Myslim, Ze v cukrarné je vétsina Fezt minimélni. (odposlechnuto na piednésce)
(8 Princip holubniku a né&jaka ta +1.
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existuje fez C, pro néjz |C| < m/k, a algoritmu zbyva maximalné m/k dalsich krokda.
Celkovy pocet krokii je nejvys k +m/k, takze staci zvolit k = \/m a ziskdme odhad
na pocet krokd O(y/m).

Tim jsme dokéazali, ze celkova slozitost Dinicova algoritmu pro jednotkové ka-
pacity je O(m?/2). Tim jsme si pomohli pro ¥idké grafy.
Jednotkové kapacity a jeden ze stupiiii roven 1: Ulohu hle-
dani maximalniho parovani v bipartitnim grafu, pripadné
hledani vrcholové disjunktnich cest v obecném grafu lze pre-
vést (viz pfedchozi kapitola) na hleddni maximélniho toku
v siti, v niz mé kazdy vrchol v # s,t budto vstupni nebo
vystupni stuperi roven jedné. Pro takovou sit miizeme pred-
chozi odhad jesté trosku upravit. Pokusime se nalézt v siti
po k krocich néjaky maly fez. Misto rozhrani budeme hle-
dat jednu malou vrstvu a z malé vrstvy vytvorime maly fez
tak, ze pro kazdy vrchol z vrstvy vezmeme tu hranu, ktera
je ve svém smeéru sama.

Po k krocich mame alesponi k vrstev, a proto existuje vrstva § s nejvyse n/k
vrcholy. Tedy existuje fez C o velikosti |C| < n/k (ziskdme z vrstvy § vySe popsanym
postupem). Algoritmu zbyva do konce < n/k iteraci vnéjsiho cyklu, celkem tedy
udéld k + n/k iteraci. Nyni staéi zvolit k = y/n a slozitost celého algoritmu vyjde
O(y/n-m).

Mimochodem, hleddni maximalniho parovani pomoci Dinicova algoritmu je ta-

ké ekvivalentni zndmému Hopcroft-Karpové algoritmu [19]. Ten je zaloZen na stii-
davych cestach z predchozi kapitoly a v kazdé iteraci nalezne mnozinu vrcholové
disjuktnich nejkratsich stfidavych cest, kterd je maximalni vzhledem k inkluzi. Tou-
to mnozinou pak aktudlni parovani prexoruje, ¢cimz ho zvétsi. Vsimnéte si, ze tyto
mnoziny cest odpovidaji pravé blokujicim toktm v procisténé siti rezerv, takze mu-
zeme i zde pouzit na§ odhad na pocet iteraci.
Treti pokus pro jednotkové kapacity bez omezeni na stupné vrcholu v siti: Hlavni
myslenkou je opét po k krocich najit néjaky maly fez. Najdeme dvé malé sousedni
vrstvy a vS8echny hrany mezi nimi budou tvofit ndmi hledany maly fez. Budeme
tentokrat predpoklddat, Ze naSe sif neni multigraf, pfipadné Ze ndsobnost hran je
alespon omezena konstantou.

Oznacéme s; pocet vrcholi v i-té vrstvé. Soucet poctu vrcholi ve dvou soused-
nich vrstvach oznacime t; = s; + s;41. Bude tedy platit nerovnost:

Zti §2Zsi < 2n.
i 1

Podle holubnikového principu existuje ¢ takové, ze t; < 2n/k, ¢ili s; + s;41 < 2n/k.
Pocet hran mezi s; a s;41 je velikost fezu C', a to je shora omezeno s; - s;41. Nejhorsi

o . 2 S )
pfipad nastane, kdyz s, = s;41 = n/k, a proto |C| < (n/k)”. Proto pocet iteraci
velkého cyklu je < k + (n/ k‘)2. Chytte zvolime k = n?/3. Slozitost celého algoritmu
pak bude O(n?/3m).
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Obecny odhad pro celoéiselné kapacity: Tento odhad je zaloZen na velikosti maxi-
malniho toku f a predpokladu celociselnych kapacit. Za jednu iteraci velkého cyklu
projdeme malym cyklem maximalné tolikrat, o kolik se v ném zvedl tok, protoze
kazda zlepsujici cesta ho zvedne alespon o 1. Zlepsujici cesta se tedy hledd maxi-
mélné | f|-krat za celou dobu béhu algoritmu. Cestu najedeme v ¢ase O(n). Celkem
na hledani cest spotfebujeme O(|f| - n) za celou dobu béhu algoritmu.

Nesmime ale zapomenout na ¢isténi. V jedné iteraci velkého cyklu nas stoji
¢isténi O(m) a velkych iteraci je < n. Proto celkova slozitost algoritmu éini O(] f|n+
nm)

Pokud navic budeme predpokladat, Ze kapacita hran je nejvyse C' a G neni
multigraf, mizeme vyuzit toho, Ze |f| < Cn (omezeno Fezem okolo s) a ziskat odhad

O(Cn? + nm).
Scaling kapacit

Pokud jsou kapacity hran vétsi cela ¢isla omezend néjakou konstantou C, mi-
zeme si pomoci nasledujicim algoritmem. Jeho zakladni mysSlenka je podobna, jako
u tridéni cisel postupné po fadech pomoci radix-sortu neboli pfihradkového tridé-
ni. Pro jistotu si ho pfipomenme. Algoritmus nejprve setfidi ¢isla podle posledni
(nejméné vyznamné) cifry, poté podle pfedposledni, predpfedposledni a tak déle.

V naSem piipadé€ budeme postupné budovat sité ¢im dal podobnéjsi zadané siti
a v nich pocitat toky, az nakonec ziskame tok pro ni.

Presnéji: Maximalni tok v siti G budeme hledat tak, ze hrandm postupné bu-
deme zvétsovat kapacity bit po bitu v bindrnim zapisu az k jejich skutec¢né kapacité.
Pritom po kazdém posunu zavoldme Dinicuv algoritmus, aby dopoc¢ital maximalni
tok. Pomoci pfedchoziho odhadu ukazeme, ze jeden takovy krok nebude pfilis drahy.

010

—=>

111

Puvodni sif, na hranédch jsou jejich kapacity v bindrnim zapisu

Oznacéme k index nejvyssiho bitu v zapisu kapacit v zadané siti (k = |log, C|).
Postupné budeme budovat sité G; s kapacitami c;(e) = |c(e)/2¥7]. Go je nejofe-
zané&jsi sit, kde kazda hrana mé kapacitu rovnou nejvy$simu bitu v bindrnim zépisu
jeji skutecné kapacity, az Gy je ptivodni sit G.

Sité Go, G1 a Ga, jak vyjdou pro sit z predchoziho obrazku

14



Pritom pro kapacity v jednotlivych sitich plati:

(© 2¢;(e), pokud (k— ¢ — 1)-ty bit je 0,
C; €)=
i 2¢i(e) +1, pokud (k —i— 1)-ty bit je 1.

Na spoc¢teni maximalniho toku f; v siti G; zavolame Dinictuv algoritmus, ovsem
do zacatku nepouzijeme nulovy tok, nybrz tok 2f;_;. Rozdil toku z inicializace a
vysledného bude maly, totiz:

Lemma: |f;| — |2fi—1] < m.

Diikaz: Vezmeme minimélni fez R v G;_1. Podle F-F véty vime, ze |f;_1| = |R|. Rez
R obsahuje < m hran, a tedy v G; ma tentyz fez kapacitu maximalné 2|R| + m.
Maximalni tok je omezen kazdym fezem, tedy i fezem R, a proto tok vzroste nejvyse
o m. v

Podle pfedchoziho odhadu pro celoéiselné kapacity vypocet toku f; trva O(mn).
Takovy tok se bude poéitat k-krét, procez celkova slozitost vyjde O(mnlogC).

Algoritmus t¥i Indu

Prekvapeni na konec: Dinicuv algoritmus lze pomérné snadno zrychlit i ve zce-
la obecném ptipadé. Malhotra, Kumar a Maheshwari vymysleli efektivnéjsi algorit-
mus [26] na hledani blokujictho toku ve vrstevnaté siti, ktery bézi v case O(n?) a
pouzijeme-li ho v Dinicové algoritmu, zrychlime hleddni maximalniho toku na O(n?).
Tento algoritmus vesel do déjin pod nazvem Metoda t¥i Indu.

Méjme tedy néjakou vrstevnatou sit. Zacneme s nulovym tokem a budeme
ho postupné zlepsovat. Priibézné si budeme udrzovat rezervy hran r(e)(” a také
nasledujici rezervy vrcholu:

Definice: " (v) je soudet rezerv vSech hran vstupujicich do v, r~(v) soudet rezerv
hran vystupujicich z v a kone¢né r(v) := min(r*(v),r™ (v)).

V kazdé iteraci algoritmu nalezneme vrchol s nejniz§im r(v) a zvétsime tok tak,
aby se tato rezerva vynulovala. Za timto Gc¢elem nejdiive pfepravime r(v) jednotek
toku ze zdroje do v: u kazdého vrcholu w si budeme pamatovat pldn p(w), coz bude
mnozstvi tekutiny, které potfebujeme dostat ze zdroje do w. Nejdfive budou pla-
ny vsude nulové aZ na p(v) = r(v). Pak budeme postupovat po vrstvich smérem
ke zdroji a plany vSech vrcholid splnime tak, Ze je prevedeme na plany vrcholi v na-
sledujici vrstvé, az doputujeme ke zdroji, jehoz plan je splnén trividlné. Nakonec
analogickym zptisobem protlac¢ime r(v) jednotek z v do spotiebice.

Béhem vypoétu pritbézné piepocéitavame vsechna r+, 7~ a r podle toho, jak se
méni rezervy jednotlivych hran (pfi kazdé Gpravé rezervy to zvlddneme v konstant-
nim c¢ase) a sit ¢istime stejné jako u Dinicova algoritmu.

9 poéitame pouze rezervu ve sméru hrany, nebot nam staci najit blokujici tok,
ne nutné maximalni
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Algoritmus: (hleddni blokujictho toku ve vrstevnaté siti podle t¥{ Indi)

1. fp « prdzdny tok.

2. Spo¢itdme rezervy vSech hran a r*, r~ a r vSech vrcholt. (Tyto hod-
noty budeme posléze udrzovat p¥i kazdé zméné toku po hrang.)

3. Dokud v siti existuji vrcholy s nenulovou rezervou, vezmeme vrchol v
s nejmensim r(v) a provedeme pro néj: (vnéjsi cyklus)

4. Pievedeme r(v) jednotek toku z s do v nésledovné:

5. Polozime p(v) « r(v), p(-) = 0.

6. Prochézime vrcholy sité po vrstvach od v smérem k s. Pro
kazdy vrchol w provedeme:

7. Dokud p(w) > 0:

8. Vezmeme libovolnou hranu uw a tok po ni zvysime

0 0 = min(r(uw), p(w)). Tim se p(w) snizi o § a p(u)
zZvysi o 4.

9. Pokud se hrana uw nasytila, odstranime ji ze sité€ a
sit docistime.
10. Analogicky pfevedeme r(v) jednotek z v do s.

Analyza: Nejprve si vSimneme, Ze cyklus v kroku 8 opravdu dokaze vynulovat p(w).
Soucet vSech p(w) pres kazdou vrstvu je totiz nejvyse roven r(v), takZe specidlné
kazdé p(w) < r(v). Jenze r(v) jsme vybrali jako nejmensi, takze p(w) < r(v) <
r(w) < r*(w), a proto je planovany tok kudy piivést. Proto se algoritmus zastavi a
vyda blokujici tok.

Zbyvéa odhadnout casovou slozitost: Kdyz oddélime prevadéni pland po hra-
nach (kroky 7-9), zbytek jedné iterace vnéjsiho cyklu trvd O(n) a téchto iteraci je
nejvyse n. VSechna prevedeni planu si rozdélime na ta, kterymi se néjaka hrana na-
sytila, a ta, ktera skonéila vynulovanim p(w). Téch prvnich je O(m), protoze kazdou
takovou hranu vzapéti odstranime a ¢isténi, jak uz vime, trva také linedrné dlouho.
Druhy pripad nastane pro kazdy vrchol nejvyse jednou za iteraci. Dohromady tedy
trvaji vechna pievedeni O(n?), stejné jako zbytek algoritmu. Q

Piehled variant Dinicova algoritmu

varianta cas

standardni O(n%*m)

jednotkové kapacity O(y/m -m) = O(m3/?)
jednotkové kapacity, 1 stupent <1  O(y/n-m)

jednotkové kapacity, prosty graf O(n?/3m)

celociselné kapacity O(fl-n+nm)
celociselné kapacity < C O(Cn? + mn)
celociselné kapacity < C (scaling)  O(mnlogC)

tfi Indové O(n?)

16



3. Bipartitni parovani a globalni k-souvislost

V predeslych kapitolach jsme se zabyvali aplikacemi tokt na hleddni maximal-
niho parovani a miniméalniho st-fezu. Nyni si predvedeme dva algoritmy pro podobné
problémy, které se obejdou bez tokt.

Maximalni parovani v regularnim bipartitnim grafu [2]

Nejprve si nadefinujme operaci Degree Split, ktera dostane jako vstup libovolny
2k-reguldrni graf G = (V, E) se sudym poc¢tem hran a rozdéli ho na podgrafy G; =
(V,E1) a G2 = (V, E3), které budou oba k-regularni. Tuto operaci miizeme snadno
provést v lineadrnim Case tak, Ze si graf rozdélime na komponenty, v kazdé nalezneme
eulerovsky tah a jeho sudé hrany dame do G a liché do Gs.

To nam pomuze ke snadnému algoritmu pro nalezeni maximalniho parovani
ve 2%-regularnim bipartitnim grafu.(!®) Sta& provést Degree Split na dva 29-1-
reguldrni grafy, na libovolny jeden z nich aplikovat dalsi Degree Split atd., az se
dostaneme k 1-regularnimu grafu, ktery je perfektnim parovanim v G. To vSe jsme
schopni stihnout v linedrnim case, jelikoz velikosti graft, které splitujeme, exponen-
cialné klesaji. Také bychom mohli rekurzivné zpracovavat obé komponenty a tak se
v ¢ase O(mlogn) dobrat ke kompletni 1-faktorizaci zadaného grafu.?)

Pokud zadany graf nebude 2%-regulérni, pomtZeme si tim, Ze ho novymi hra-
nami doplnime na 2%reguldrni a pak si pii splitech budeme vybirat ten podgraf,
do kterého padlo méné novych hran, a ukdzeme, Zze nakonec vSechny zmizi. Abychom
graf prilis nezvétsili, budeme se snazit misto pridavani tplné novych hran pouze zvy-
Sovat nasobnost hran existujicich. Pro kazdou hranu e si tedy budeme pamatovat
jeji nasobnost n(e).

Degree Split grafu s ndsobnostmi pak budeme provadét nasledovné: hranu e
s nasobnosti n(e) umistime do Gy i do G2 s nasobnosti |n(e)/2] a pokud bylo
n(e) liché, pfiddme hranu do pomocného grafu G’. Vsimnéte si, ze G’ bude sudé-
regularni graf bez nasobnosti, takze na néj mizeme aplikovat pavodni Degree Split
a G pfifadit ke G;. To vSe zvlddneme v éase O(m).

Mé&jme nyni k-regularni bipartitni graf. Zvolme t tak aby 2! > kn. Zvolme déle
parametry o = |2¢/k] a 8 := 2! mod k. Kazdé ptivodni hrané nastavime nasob-
nost « a pridame trividlni parovani F' (i-ty vrchol vlevo se spoji s i-tym vrcholem
vpravo) s nasobnosti 3. V§imnéte si, Ze § < k, a proto hran v F' (véetné nasobnosti)
bude méné nez 2°.

Takto ziskdme 2¢-reguldrni graf, jehoz reprezentace bude linedrné velka. Na, ten-

to graf budeme aplikovat operaci Degree Split a budeme si vybirat vzdy tu polovinu,
kde bude méné hran z F'. Po t iteracich dospéjeme k parovani a jelikoz se v kazdém

(10) Viimnéte si, ze takové parovani bude vidy perfektni (viz Hallova véta), a ze
takovy graf ma vzdy sudy pocet hran.

(1) To je rozklad hran grafu na disjunktni perfektni parovani a ma ho kazdy regu-
larni bipartitni graf.
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kroku zbavime alespori poloviny hran z F', nebude toto parovani obsahovat zadnou
takovou hranu a navic nebude ani obsahovat nasobné hrany, a tedy bude podgrafem
zadaného grafu, jak potfebujeme.

Casové slozitost algoritmu je O(mlogn), jelikoZ provadime inicializaci v O(m)
a celkem log, kn = O(logn) iteraci po O(m).

Stupen souvislosti grafu

Problém zjisténi stupné hranové souvislosti grafu lze prevést na problém hle-
dani miniméalniho fezu, ktery jiz pro zadanou dvojici vrcholt umime fesit pomoci
Dinicova algoritmu v ¢ase O(n?/3m). Pokud chceme najit minimum ze viech fezt
v grafu, mizeme vyzkouSet vSechny dvojice (s,t). To vSak lze snadno zrychlit, po-
kud si uvédomime, Ze jeden z vrcholi (tfeba s) mlzeme zvolit pevné: vezmeme-li
libovolny fez C, pak jisté najdeme alespon jedno t, které padne do jiné komponenty
nez pevné zvolené s, takze miniméalni st-fez bude nejvyse tak velky jako C. V orien-
tovaném grafu musime projit jak fezy pro s — ¢, tak i ¢ — s. Algoritmus bude mit
slozitost O(n®/3m).

U vrcholové k-souvislosti to ovsem tak snadno neptijde. Pokud by totiz fixovany
vrchol byl sou¢éasti néjakého minimalniho separatoru, algoritmus muze selhat. Pfesto
ale nemusime prochazet vSechny dvojice vrchola. Staci jako s postupné zvolit vice
vrchold, nez je velikost minimalniho separatoru. Algoritmus si tedy bude pamato-
vat, kolik vrcholi uz prosel a nejmensi zatim nalezeny st-separator a jakmile pocet
vrcholi prekroci velikost separatoru, prohlasi separator za minimalni. To zvladne
v ase O(k(G)n/?m), kde k(G) je nalezeny stupen souvislosti G.

Pro minimalni fezy v neorientovanych grafech ovSem existuje néasledujici rych-
lejsi algoritmus:

Globalné minimalni fez (Nagamochi, Ibaraki [29])

Bud G neorientovany graf s nezdpornym ohodnocenim hran. Oznadime si:
Znaceni:
¢ r(u,v) bud kapacita minimalniho uv-fezu,
e d(P, Q) bud kapacita hran vedoucich mezi mnozinami P,Q C V,
e d(P) = d(P,P) bud kapacita hran vedoucich mezi P C V a zbytkem
grafu,
e d(v) = d({v}) bud kapacita hran vedoucich z v (tedy pro neohodnocené
grafy stupen v),
e analogicky zavedeme d(v,w) a d(v, P).
Definice: Legdlnim uspoiddanim vrchold (LU) budeme nazyvat linedrni uspofadéni

vrchold vy ... v, takové, ze plati d({vi...vi—1},v;) > d({vi...vi—1},v;) pro kazdé
1<i<j<n.

Lemma: Je-li vy ...v, LU na G, pak r(v,—1,v,) = d(vy).

Diikaz: Bud C néjaky fez oddélujici v,_1 a v,. Utvofme posloupnost vrcholi u;
takto:
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1. ug :=v1
2. u; :=vj tak, ze j > i, v; a v; jsou oddéleny fezem C' a j je minimalni
takové. [Tedy v; je nejblizsi vrchol na druhé strané fezu.]

Kazdé u; 1 je tedy bud rovno u;, pokud jsou v; a v;_1 na stejné strané fezu,
nebo rovno v;, pokud jsou v; a v;—1 na strandch opac¢nych. Z toho dostavame, ze
d({vi...vi—1}u;) < d({vy...vi—1},ui-1), protoze budto u; = u;—1, a pak je ne-
rovnost splnéna jako rovnost, nebo je u; = v;, j > i a nerovnost plyne z legalnosti
usporadéani.

Chceme ukéazat, ze velikost naseho fezu C' je alespon takova, jako velikost fezu
kolem vrcholu v,,. VSimneme si, ze |C| > Z?:_ll d(v;,u;). Hrany mezi v; a u; jsou
totiz navzajem ruzné a kazda z nich je soucasti fezu C. UkaZeme, Ze prava strana je
alespoii d(vy,):

n—1
Z d(vi, uz) =
=1

n—1

(]

d({vr...vi}u) —d{vr ... vim1}ug) >

-
I

3
-

v

d({v1 PN ’Ui}, uz) — d({v1 PN vi_1},ui_1) =

Il
T
=~ =

{’Ul . ’Un_1}, un_l) — d({m . Uo},UQ) =
{v1...0n=1},0n) — 0 =d(vp).

v
Dokazali jsme, Ze libovolny fez separujici v,—1 a v, je alespon tak velky jako
jednoduchy fez skladajici se jen z hran kolem v,,. Kdyz tedy sestavime néjakou LU
posloupnost vrcholti, budeme mit k dispozici jednoduchy minimalni fez v,_1 a v,.
Nésledné vytvofime graf G’, v némz v,_1 a v, kontrahujeme. Rekurzivné najdeme
minimdlni fez v G’ (sestrojime nové LU atd.). Hledany minimaln{ ¥ez poté budto
oddéluje vrcholy v,, a v,_1 a potom je fez kolem vrcholu v,, miniméalni, nebo vrcholy
v a vp—1 neoddéluje, a v takovém pripadé jej najdeme rekurzivné. Hledany fez je
tedy mensi z rekurzivné nalezeného rezu a fezu kolem v,,.
Zbyva ukazat, jak konstruovat LU. Postaci hladové: Pamatujeme si Yo #
v1...0;—1 hodnotu d({vy...v;—1},v), oznac¢me ji z,. V kazdém kroku vybereme
vrchol v s maximéalni hodnotou z,, prohlasime ho za v; a prepocitame z,.

Zde se hodi datova struktura, kterd dokaze rychle hledat maxima a zvyso-
vat hodnoty prvku, napfiklad Fibonacciho halda. Ta zvladne DeleteMax v case
O(logn) a Increase v O(1) amortizované. Celkem pak na§ algoritmus bude mit
slozitost O(n(m + nlogn)) pro obecné kapacity.

Pokud jsou kapacity malad cela ¢isla, muzeme vyuzit pfihradkové struktury.
Budeme si udrzovat obousmeérny seznam zatim pouzitych hodnot z,, kazdy prvek
takového seznamu bude obsahovat vSechny vrcholy se spole¢nou hodnotou z,,. Kdyz
budeme mit seznam sefazeny, vybrani minimalniho prvku bude znamenat pouze
podivat se na prvni prvek seznamu a z néj odebrat jeden vrchol, pfipadné cely prvek
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ze seznamu odstranit. Operace Increase poté bude reprezentovat pouze presunuti
vrcholu o maly pocet prihradek, pfipadné zaloZeni nové prihrdadky na spravném
misté. DeleteMaz proto bude mit slozitost O(1), vSechny Increase dohromady O(m),
jelikoz za kazdou hranu preskakujeme maximéalné jednu prihradku, a cely algoritmus

O(mn).

4. Gomory-Hu Trees

Cilem této kapitoly je popsat datovou strukturu, kterd velice kompaktné po-
pisuje minimalni st-fezy pro vSechny dvojice vrcholt s,¢ v daném neorientovaném
grafu. Tuto strukturu poprvé popsali Gomory a Hu v ¢lanku [17].

Zatim umime nalézt miniméalni st-fez pro zadanou dvojici vrchold v neorien-
tovaném grafu v ¢ase 7 = O(n?/3m) pro jednotkové kapacity, O(n?m) pro obecné.
Nalézt minimélni st-fez pro kazdou dvojici vrcholti bychom tedy dokazali v Case
O(n?%7). Tento vysledek budeme chtit zlepsit.

Znaceni: Mame-li graf (V,E) a U C V, §(U) znac¢i hrany vedouci mezi U a U,
formalné tedy §(U) = EN((U xU)U (U x U)). Kapacitu fezu 6(W) budeme znacit
d(W) a r(s,t) bude kapacita nejmensiho st-fezu.

Pozorovani: Minimalni fez rozdéluje graf jen na dvé komponenty (vSimnéte si, Ze pro
separatory nic takového neplati) a kazdy minimélni fez je tim paddem vzdy mozné
zapsat jako §(W) pro néjakou mnozinu W C V.

Gomory-Hu Tree

Definice: Gomory-Hu Tree (dale jen GHT) pro neorientovany nezaporné ohodnoceny
graf G = (V,E) je strom T = (V| F) takovy, Ze pro kaZzdou hranu st € F plati:
Oznacime-li K; a Ky komponenty lesa T\ st, je 6(K1) = J(K2) minimalni st-Fez.
[Pozor, F' nemusi byt podmnozina pivodnich hran E.]

Dalsi znadeni: Pro e € F budeme fezem 6(e) oznacovat fez §(K;1) = §(K2) a r(e)
bude jeho kapacita.

K cemu takovy GHT je (existuje-li)? To ndm povi nésledujici véta:

Véta (o vyuZiti GHT): Bud T libovolny GHT pro graf G a mé&jme dva vrcholy s a t.
Dale necht P je cesta v T mezi vrcholy s a t a e je hrana na cesté P s minimalnim
r(e). Pak d(e) je minimélni st-fez v G.

Diikaz: Nejprve si dokdzeme jedno drobné lemmatko:

Lemmatko: Pro kazdou trojici vrchola x, y, z plati, Ze:
r(z,z) = min(r(z,y),r(y, 2)).

Ditkaz: Bud W minimalni zz-fez.
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Vrchol y musi byt v jedné z komponent, Pokud je v komponenté s x, pak

r(y, z) < d(W), protoze 6(W) je také yz-fez. Pokud v té druhé, analogicky

plati r(z,y) < d(W). @
Zpét k dikazu véty: Chceme dokézat, Ze d(e) je minimalni st-fez. To, Ze je to néjaky
ez, plyne z definice GHT. Minimalitu dokazeme indukei podle délky cesty P:

e | P| = 1: Hrana e je v tomto pfipadé piimo st, takZze i minimalita plyne
z definice GHT.

e | P| > 1: Cesta P spojuje vrcholy s a ¢, jeji prvni hranu ozna¢me sx. Nage
pravé dokazané lemmatko ¥ika, ze r(s,t) > min(r(s,z),r(x,t)). Urdité je
pravda, Ze r(s,x) > r(e), protoze e byla hrana cesty P s nejmensim r(e).
To, ze r(x,t) > r(e), plyne z indukéniho predpokladu, protoze cesta mezi x
a t je kratsi nez cesta P. Dostavame tak, ze r(s, t) > min(r(s, z), r(z,t)) >

r(e). Q

Pokud dokazeme GHT sestrojit, nalézt minimalni st-fez pro libovolnou dvojici
vrcholi dokazeme stejné rychle jako nalézt hranu s nejmensi kapacitou na cesté
mezi s a t v GHT. K tomu muzeme pouzit naptiklad Sleator-Tarjanovy stromy,
které tuto operaci dokdZzou provést v amortizovaném ¢ase O(logn), nebo muiZeme
vyuzit toho, Ze mame spoustu ¢asu na predvypocet, a minimalni hrany si pro kazdou
dvojici prosté prichystat predem. Také lze vymyslet redukci na problém nalezeni
spole¢ného predchiidce vrcholit ve stromé (nebude to GHT) a pouzit jedno z FeSeni
tohoto problému.

Konstrukce GHT

Nyni se nauc¢ime GHT konstruovat, ¢imz také rozptylime obavy o jejich exis-
tenci. Nejprve vSak budeme potfebovat jedno uzitecné lemma s hnusné technickym
dikazem:

Hnusné technické lemma (HTL): Budtez s,t vrcholy grafu (V, E), §(U) minimalni
st-fez a u # v dva ruzné vrcholy z U. Pak existuje mnozina vrchola W C U takova,
7e 0(W) je minimalni uv-fez. (12

U VAU

Diikaz: Necht je §(X) minimalni uv-fez. BUNO mitizeme predpokladat, ze s € U
atgU,ue Xavdg X as e X.Pokud by tomu tak nebylo, mizeme vrcholy
preznacit nebo nékterou z mnozin nahradit jejim doplinkem.

(12) To dillezité a netrivialni je, ze celd W lezi v U.
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Nyni mohou nastat nasledujici dva pripady:
t € X. Tehdy si vSimneme, Ze plati:

(), m X
(U)+d(X)  (2)

dUUX)>d
dAUNX)+dUUX)<d
Prvni nerovnost plyne z toho, ze §(TUUX)
je néjaky st-fez, zatimco §(U) je minimal-
ni st-fez. Druhou dokézeme rozborem pii-
padi.
MnoZinu vrchold si disjunktné rozdélime na X \U, XNU, U\ X a ostatni.
Kazdy z fezii vystupujicich v nerovnosti (2) mizeme zapsat jako sjedno-
ceni hran mezi nékterymi z téchto skupin vrcholi. Vytvorime tedy ta-
bulku hran mezi ¢tyfmi oznacenymi skupinami vrcholid a kazdému fezu
z (2) oznadime jemu odpovidajici hrany. ProtoZe je graf neorientovany,
sta¢i ndam jen horni trojuhelnik tabulky. Pro pfehlednosti si oznacime
Li=6UNX),La=0UUX),PL=06(U) a P, =46(X).

X\U XnU U\X ostatni

X\U — L, P, P Ly, P
XnU — L1,Py Li,Ly, P, P
U\ X - Lo, Py
ostatni —

Vidime, ze ke kazdé hrané fezu na levé strané nerovnosti mame vpravo
jeji protéjsek a navic hrany mezi U \ X a X \ U pocitdme jenom vpravo.
Nerovnost (2) tedy plati.

Nyni staci nerovnosti (2) a (1) odeéist, ¢imz ziskdme:

d(U N X) < d(X),

coz spolu s obrazkem dokazuje, ze §(U N X) je také minimalni uv-fez.
t € X. Postupovat budeme obdobné jako
v predchozim pripadé. Tentokrat se bu-

dou hodit tyto nerovnosti: X
d(X\U) = dU) (3
AU\ X) +d(X\U) <d(U) +d(X)  (4)

Prvni plati proto, ze §(X \ U) je né&jaky
st-fez, zatimco 6(U) je minimalni st-fez,
druhou dokazeme opét dikladnym rozbo-
rem pripada.
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Oznacme L1 = §(U\ X), L2 = 6(X \U),PL = 06(U) a P, = §(X) a
vytvorme tabulku:

X\U XnU U\ X ostatni

X\U — Ly,P Li,Ly, P, P Ly, P
XNU — L1, Py P, P
U\ X — L., P,
ostatni —

Stejné jako v predchozim piipadé nerovnost (4) plati. Odeétenim (4) a (3)
ziskame:

d(U\ X) < d(X),

z ¢ehoz opét dostaneme, ze §(U \ X) je také minimAlni uv-fez. @

Nyni se kone¢né dostavame ke konstrukci GHT. Abychom mohli pouZivat indukci,
zavedeme si trochu obecnéjsi GHT.

Definice: Mé&jme neorientovany graf (V, E). Cdstecny Gomory-Hu Tree (alias CGHT)
pro podmnozinu vrcholi R C V je dvojice (R, F'), C), kde (R, F) je strom a mnoZina
C ={C(r) | r € R} je rozklad mnoziny vrchola V. Tento rozklad nam fika, k jakym
vrcholim CGHT mame piilepit které vrcholy piivodniho grafu. Navic musi platit,
ze:

1. Vr : r € C(r), neboli kazdy vrchol CGHT je ptilepen sdm k sobé, a

2.Vste F:4 (UreK1 C(r) =9 (UreK2 C(r)) je minimélni st-fez, kde K; a

K jsou komponenty (R, F)) \ st.

Véta (o existenci CGHT): Bud (V, E) neorientovany nezaporné ohodnoceny graf.
Pro kazdou podmnozinu vrcholtt R existuje CGHT.
Diikaz: Dokazeme indukci podle velikosti mnoziny R.
¢ |R| = 1: CGHT ma jediny vrcholr € Ra C(r) = V.
¢ |R| > 1: Najdeme dvojici vrcholt s,t € R takovou, Ze jejich minimalni
st-fez 6(W) je nejmensi mozny. Nyni vytvotfime graf Gy z grafu G kontra-
hovanim vSech vrcholti mnoziny W do jednoho vrcholu, ktery oznacime vy,

a vytvofime graf G5 z G kontrahovanim vsech vrcholtt z W do jednoho
vrcholu vs.(13)

{(13) Proc to délame ,tak slozite“ a p¥idavame do G vrchol v1? Na prvni pohled to

preci vypada zbytecné. Problém je v tom, ze i kdyz dle HTL lezi vSechny minimalni
fezy oddeélujici vrcholy z W v mnoziné vrchol W, hrany téchto fezi celé v podgrafu
indukovaném W lezet nemusi. K témto feziim totiz patii i hrany, které maji ve W
jenom jeden konec. Proto jsme do G; pridali v; — do néj vedou vSechny zajimavé
hrany, které maji ve W jeden konec. Tim zajimavé myslime to, ze z kazdého vrcholu
w € W vede do v1 nejlevnéjsi hrana, kterd z néj vedla do mnoziny V' \ W, pfipadné
zadna, pokud do této mnoziny zadna hrana nevedla.

23



Gl G2

Dale vytvofime mnoziny vrcholt Ri = RNW a Ry, = RN W. Dle
indukéniho piedpokladu (R; i Ry jsou mensi nez R) existuje CGHT
Ty = ((R1,F1),C1) pro Ry na Gy a Ty = ((Re, F3),C2) pro Ry na Gs.
Nyni vytvofime CGHT pro ptvodni graf. Ozna¢me r; ten vrchol Ry,
pro ktery je v1 € C1(r1), a obdobné ro. Oba CGHT Ty a T spojime
hranou 7y, takze CGHT pro G bude T = ((R1 U Ry, Fy U Fy Ury13),C).
Ttidy rozkladu C' zvolime tak, Zze pro r € Ry bude C(r) = C1(r) \ {v1}
a pro r € Ry bude C(r) = Ca(r) \ {va2} [odebrali jsme vrcholy v1 a vy
z rozkladu C].

Chceme ukézat, ze tento T je opravdu CGHT. C je urcité rozklad vsech
vrcholt a kazdé r € C(r) z indukéniho pfedpokladu, takZe podminka 1 je
splnéna. Co se tyce podminky 2, tak:

e pro hranu rire je §(W) uréité minimalni r;ro-fez, protoze fez
mezi s a t je soucasné i rire-fezem a je ze vSech moznych
minimélnich fezi na R nejmensi,

e pro hranu e # ry73 je d(e) z indukce minimAlni fez na jednom
z grafit G1, G2. Tento fez také presné odpovida fezu v grafu G,
protoze v Gy i v G5 jsme pocitali s hranami vedoucimi do vy,
vo a protoze jsme CGHT napojili ptes vrcholy, k nimz byly vy
a vg prilepeny.

HTL nam navic rika, Ze existuje minimalni fez, ktery zije pou-
ze v prislusném z grafa G1, G2, takZe nalezeny fez je minimalni
pro cely graf G.

Q

Nyni vime, ze GHT existuji, a také vime, jak by se daly konstruovat. Nicméné
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nalezeni vrcholtl s, t tak, aby byl minimalni st-Fez nejmensi mozny, je ¢asové narocné.
Proto si posledni vétu jesté o néco vylepsime.
VylepSeni véty o existenci CGHT: Na zac¢atku dikazu neni nutné hledat vrcholy

s a t takové, aby byl minimélni st-fez nejmensi mozny. Staci zvolit libovolné vrcholy
s,t € R a zvolit 6(W) jako minimAlni st-fez.



Diikaz: Nejprve si uvédomme, pro¢ jsme v predchozim dikazu potfebovali, aby byl
§(W) nejmensi ze vSech moznych st-fezii. Bylo to jenom proto, ze jsme jim v CGHT
nakonec separovali vrcholy 1 a 9 a potfebovali jsme zaruku, aby byl §(W) oprav-
du minimalni r7ro-fez. Nyni musime ukazat, Ze nadmi nalezeny st-fez §(W) je také
minimalnim rjry-fezem.

Pro spor tedy predpokladejme, Ze néjaky r1re-fez §(X) mé mensi kapacitu nez
d(W). Navic vezméme ten piipad, kdy se to stalo ,poprvé“, takze pro kazdé mensi
R je vSechno v pofadku (to muzeme, protoze pro |R| = 1 vSechno v pofadku bylo).

Protoze §(W) je minimalni st-fez a 0(X) mé mensi kapacitu, §(X) nemuze
separovat s a t. Pfitom ale separuje ry a ro, takze musi separovat bud s a r1, nebo

t a ro. BUNO nechf X separuje s a 7.

Podivejme se nyni na CGHT T} (vime, 7e ten je korektni) a naleznéme v ném
nejlevnéj$i hranu e na cesté spojujici s a r;. Tato hrana definuje fez 6(U), coz je
minimalni srq-fez, podle HTL i v celém G. Protoze 6(X) je sri-fez, je d(U) < d(X) <
d(W). Ted si sta¢i uvédomit, ze v; € C(ry), takZe §(U) separuje nejenom s a r1, ale
také s a v1. Tim padem ale separuje také s a t. To je spor, protoze d(U) < d(W), a
pfitom §(1W) mél byt minimalni. @

Ted uz dokédzeme GHT konstruovat efektivné — v kazdém kroku vybereme
dva vrcholy s a t, nalezneme v ¢ase O(7) minimalni st-fez a vysledné komponenty
s pridanymi vy, vy zpracujeme rekurzivné. Celou vystavbu tedy zvladneme v case
O(nT), &li O(n®/3m) pro neohodnocené grafy.

5. Minimalni kostry

Tato kapitola uvede problém minimalni kostry, zakladni véty o kostrach a klasické
algoritmy na hledani minimalnich koster. Budeme se inspirovat Tarjanovym pristu-
pem z knihy [34]. VSechny grafy v této kapitole budou neorientované multigrafy a
jejich hrany budou ohodnoceny vahami w : £ — R.

Minimalni kostry a jejich vlastnosti
Definice:
® Podgrafem budeme v této kapitole minit libovolnou podmnozinu hran,
vrcholy vzdy ztistanou zachovany.
e Priddnt a odebrdni hrany budeme znacit T+e := TU{e}, T —e := T\ {e}.
® Kostra (Spanning Tree) souvislého grafu G je libovolny jeho podgraf, kte-
ry je strom. Kostru nesouvislého grafu definujeme jako sjednoceni koster

jednotlivych komponent. [Alternativné: kostra je minimalni podgraf, ktery
mé komponenty s tymiz vrcholy jako komponenty G
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® Viha podgrafu ' C E je w(F) := ) . pw(e).

e Minimdlni kostra (Minimum Spanning Tree, mezi ptételi téz MST) bu-
deme fikat kazdé kostte, jejiz vaha je mezi vSemi kostrami daného grafu
miniméalni.

Toto je sice standardni definice MST, ale jinak je dosti neSikovna, protoze
vyzaduje, aby bylo vahy mozné sc¢itat. Ukazeme, Ze to neni potieba.

Definice: Bud T' C G né&jaka kostra grafu G. Pak:

e T'[z,y| bude znacit cestu v T, kterd spojuje = a y. (Cestou opét minime
mnoZinu hran.)

® Tle] := T[x,y] pro hranu e = zy. Této cesté budeme Fikat cesta pokrytd
hranou e.

e Hrana e € E\ T je lehkd vzhledem kT = Je' € Tle] : w(e) < w(e’).
Ostatnim hrandm nelezicim v kostfe budeme fikat tézke.

Véta: Kostra T' je minimalni < neexistuje hrana lehké vzhledem k T'.

Tato véta ndm dava péknou alternativni definici MST, kterd misto s¢itani vah
vahy pouze porovnava, ¢ili ji misto ¢isel sta¢i linedrni (kvazi)uspofdddni na hra-
nach. Nez se dostaneme k jejimu diikazu, prozkoumejme nejdiive, jak se dad mezi
jednotlivymi kostrami prechéazet.

Definice: Pro kostru 7' a hrany e, e’ zavedme swap(T,e,e’) :=T —e + €.
Pozorovani: Pokud e/ ¢ T a e € T[e'], je swap(T, e, e’) opét kostra. Staci si uvédomit,
7e pfiddnim e’ do T vznikne kruznice (konkrétné T'[e’] 4+ ¢’) a vynechdnim libovolné
hrany z této kruznice ziskame opét kostru.

TN
NA

T T T

Jeden krok dikazu swapovaciho lemmatu

Lemma o swapovani: Mame-li libovolné kostry T' a T”, pak lze z T dostat T” koneé-
nym poctem operaci swap.
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Dikaz: Pokud T # T', musi existovat hrana e’ € T'\ T, protoze |T'| = |T”|. Kruznice
Tle'] + ¢ nemtize byt celd obsazena v T, takze existuje hrana e € T[e'] \ T a
T := swap(T, e, e’) je kostra, pro kterou |T AT’| = |T AT'| — 2. Po koneéném poctu
téchto krokt tedy musime dojit k T”. @
Monoténni lemma o swapovani: Je-li 7' kostra, k niZ neexistuji zadné lehké hrany,
a T libovolnd kostra, pak lze od T k T prejit posloupnosti swapt, pfi které viha
kostry neklesa.

Diikaz: Podobné jako u pfredchoziho lemmatu budeme postupovat indukci podle
|T"AT’|. Pokud zvolime libovolné hranu ¢/ € 7"\ T a k ni e € T[e'] \ 77, musi
T := swap(T, e, e’) byt kostra blizsi k T’ a w(T) > w(T), jelikoz ¢/ nemtize byt lehka
vzhledem k T', takze specialné w(e’) > w(e).

Aby mohla indukce pokracovat, potfebujeme jesté dokazat, Ze ani k nové kostie
neexistuji lehké hrany v 77\ 7. K tomu ndm pomiize zvolit si ze viech mozngch
hran ¢’ tu s nejmensi vahou. Uvazme nyni hranu f € 7'\ T. Cesta T[f] pokryté
touto hranou v nové kostie je budto ptivodni T[f] (to pokud e & T[f]) nebo T[f] AC,
kde C je kruznice T'[e’] + e. Prvni pfipad je trividlni, ve druhém si staéi uvédomit,
ze w(f) > w(e’) a ostatni hrany na C jsou lehéi nez e’. V)
Dukaz véty:

® 7 lehka hrana = T neni minimalni.
Necht Je lehki. Najdeme e’ € Tle] : w(e) < w(e’) (ta musi existovat
z definice lehké hrany). Kostra 7" := swap(T, e, ') je lehéi nez T.

e K T neexistuje lehkd hrana = 7T je minimalni.

Uvazme néjakou minimalni kostru 7,,;, a pouzijme monoténni swapova-

ci lemma na T a Tpipn. Z 1éj plyne w(T) < w(Tmin), a tedy w(T) =
Véta: Jsou-li vSechny vahy hran navzajem razné, je MST uréena jednoznacné.
Diikaz: Mame-li dvé MST T; a T, neobsahuji podle predchozi véty lehké hrany, takze
podle monoténniho lemmatu mezi nimi lze preswapovat bez poklesu vahy. Pokud
jsou ale vdhy rtzné, musi kazdé swapnuti ostfe zvysit vahu, a proto k zZadnému
nemohlo dojit. Q
Poznamka: Casto se nAm bude hodit, aby kostra, kterou hledame, byla urcena jed-
noznacné. Tehdy mtzeme vyuzit predchozi véty a vahy zménit o vhodné epsilony,
respektive kvaziusporadani rozsifit na linedrni usporadani.
Cervenomodry meta-algoritmus

Vsechny tradi¢ni algoritmy na hleddni MST lze popsat jako specidlni pripady
nésledujiciho meta-algoritmu. Rozeberme si tedy rovnou ten. Formulujeme ho pro
pripad, kdy jsou vsechny vahy hran navzajem razné.
Meta-algoritmus:

1. Na pocatku jsou vSechny hrany bezbarvé.
2. Dokud to lze, pouzijeme jedno z nasledujicich pravidel:
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3. Modré pravidlo: Vyber fez takovy, Ze jeho nejleh¢i hrana neni
modra, ' a obarvi ji na modro.

Vv

cervend, a obarvi ji na ¢erveno.

Véta: Pro Cervenomodry meta-algoritmus spustény na libovolném grafu s hranami
linearné usporadanymi podle vah plati:
1. Vzdy se zastavi.

2. Po zastaveni jsou vSechny hrany obarvené.
3. Modfe obarvené hrany tvori minimalni kostru.

Diikaz: Nejdiive si dokdzeme nékolik lemmat. Jelikoz hrany maji navzajem rizné
véhy, mizeme predpokladat, ze algoritmus ma sestrojit jednu konkrétni minimalni
kostru Thpin.-

Modré lemma: Je-li libovolna hrana e algoritmem kdykoliv obarvena na modro, pak
e € Thin-

Diikaz: Sporem: Hrana e byla omodfena jako nejleh¢i hrana néjakého fezu C. Pokud
€ & Tpmin, musi cesta Tp,in[e] obsahovat néjakou jinou hranu e’ fezu C. Jenze e’
je téz8i nez e, takze operaci swap(Thmin,e€’,e) ziskdme jesté lehéi kostru, coz neni
mozné. v

Situace v diikazu Modrého a Cerveného lemmatu

Cervené lemma: Je-li libovolna hrana e algoritmem kdykoliv obarvena na ¢erveno,
pak e € Thin-

Diikaz: Opét sporem: Piedpokladejme, Ze e byla obarvena céervené jako nejtézsi
na néjaké kruznici C' a ze e € Ty,;,n. Odebranim e se nam 7T;,;, rozpadne na dvé
komponenty T, a T;. Nékteré vrcholy kruznice pfipadnou do komponenty T, ostatni
do T),. Na C ale musi existovat néjaka hrana e’ # e, jejiz krajni vrcholy lezi v rtiznych

komponentéch, a jelikoz hrana e byla na kruznici nejtézsi, je w(e’) < w(e). Pomoci
swap(Tmin, e, €") proto ziskdme lehéi kostru, a to je spor.

Bezbarvé lemma: Pokud existuje néjakd neobarvena hrana, lze jesté pouZzit nékteré
z pravidel.

(14 Za touto podminkou nehledejte zadna kouzla, je tu pouze proto, aby se algorit-

mus nemohl zacyklit neustalym provadénim pravidel, ktera nic nezmeéni.
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Drikaz: Necht existuje hrana e = zy, kter4 je stale bezbarva. Oznacéime si M mnoZinu
vrchold, do nichz se lze z x dostat po modrych hranach. Nyni mohou nastat dvé
moznosti:

e y € M (tj. existuje modra cesta z x do y): Modré cesta je v minimalni
kostfe a k minimalni kostfe neexistuji Zzadné lehké hrany, takze hrana e je
nejdrazsi na cyklu tvofeném modrou cestou a touto hranou a mohu na ni
pouzit cervené pravidlo.

B

Situace v diukazu Bezbarvého lemmatu

e y ¢ M: Tehdy ez 6(M) neobsahuje zddné modré hrany, takze na tento
fez muzeme pouzit modré pravidlo. Q

Dukaz véty:
® Zastavi se: Z Cerveného a modrého lemmatu plyne, ze zadnou hranu nikdy
neptrebarvime. Kazdym krokem pfibude alesponn jedna obarvena hrana,
takze se algoritmus po nejvyse m krocich zastavi.
® Obarvi vse: Pokud existuje alesponl jedna neobarvena hrana, pak podle
bezbarvého lemmatu algoritmus pokracuje.

® Najde modrou MST: Podle ¢erveného a modrého lemmatu lezi v T,p
pravé modré hrany. Q

Poznamka: Cervené a modré pravidlo jsou v jistém smyslu dudlni. Pro rovinné grafy
je na sebe prevede obyéejné rovinnéd dualita (staci si uvédomit, ze kostra dudlniho
grafu je komplement dualu kostry primarniho grafu), obecnéji je to dualita mezi
matroidy, ktera prohazuje fezy a cykly.

Klasické algoritmy na hledani MST
Kruskalav neboli Hladovy: (1

1. Setfidime hrany podle vah vzestupné.
2. Za¢neme s prazdnou kostrou (kazdy vrchol je v samostatné kompo-
nenté souvislosti).
3. Bereme hrany ve vzestupném potadi.
4. Pro kazdou hranu e se podivame, zda spojuje dvé rizné kompo-
nenty — pokud ano, pfidame ji do kostry, jinak ji zahodime.

{15) Mozna hladovy s malym ‘h’, ale tento algoritmus je pradédeckem viech ostatnich

hladovych algoritmi, tak mu tu Cest prejme.
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Cervenomodry pohled: péstujeme modry les. Pokud hrana spojuje dva stromec-
ky, je ur¢ité minimaln{ v fezu mezi jednim ze stromecki a zbytkem grafu (ostatni
hrany téhoZ Fezu jsme jeSté nezpracovali). Pokud nespojuje, je maximalni na néjakém
cyklu tvofeném touto hranou a néjakymi dfive pfidanymi.

Pottebujeme ¢as O(m logn) na setfidéni hran a dale datovou strukturu pro udr-
zovani komponent souvislosti (Union-Find Problem), se kterou provedeme m operaci
Find a n operaci Union. Nejlepsi znaméa implementace této struktury dava slozitost
obou operaci O(a(n)) amortizovang, takze celkové hladovy algoritmus dobéhne v ¢a-
se O(mlogn + ma(n)).

Boruvkuv:

Opét si budeme péstovat modry les, avSsak tentokrat jej budeme rozsifovat
ve fazich. V jedné fazi nalezneme ke kazdému stromecku nejlevnéjsi incidentni hranu
a vSechny tyto nalezené hrany nardz pfidame (aplikujeme nékolik modrych pravidel
najednou). Pokud jsou v8echny vahy rtizné, cyklus tim nevznikne.

Pocet stromeckt klesa exponencialné = fazi je celkem log n. Pokud kazdou fazi
implementujeme linedrnim prichodem celého grafu, dostaneme slozitost O(m logn).
Mimo to lze kazdou fazi vytecné paralelizovat.

Jarnikuv:

Jarniktv algoritmus je podobny Borivkovi, ale s tim rozdilem, Ze nenechame
rist cely les, ale jen jeden modry strom. V kazdém okamziku nalezneme nejlevnéjsi
hranu vedouci mezi stromem a zbytkem grafu a pfidame ji ke stromu (modré pravi-
dlo); hrany vedouci uvnitf stromu pribézné zahazujeme (Cervené pravidlo). Kroky
opakujeme, dokud se strom nerozroste pres vsechny vrcholy. Pfi sikovné implemen-
taci pomoci haldy dosdhneme ¢asové slozitosti O(mlogn), v pfisti kapitole ukdZzeme

......

Cvi€eni: Naleznéte jednoduchy algoritmus pro vypocet MST v grafech ohodnocenych
vahami {1,...k} se slozitosti O(mk) nebo dokonce O(m + nk).

6. Rychlejsi algoritmy na minimalni kostry

V této kapitole popiseme nékolik pokrocilejsich algoritmi pro problém minimal-
ni kostry. Vesmeés to budou rtizné vylepseni klasickych algoritmi z minulé kapitoly.

Upravena verze Boruvkova algoritmu pro rovinné grafy

Vyjdeme z myslenky, ze mizeme po kazdém kroku pivodniho Bortvkova al-
goritmu vzniklé komponenty souvislosti grafu kontrahovat do jednoho vrcholu a tim
ziskat mensi graf, ktery muzeme znovu rekurzivné zmensovat. To funguje obecné,
ale ukazeme, Ze pro rovinné grafy tak dosdhneme linearni ¢asové slozitosti.

Pozorovani: Pokud F' C MST(G) (kde MST(G) je minimélni kostra grafu G), G’ je
graf vznikly z G kontrakci podél hran z F, pak kostra grafu G, kterd vznikne
z MST(G') zpétnym expandovanim kontrahovanych vrchold, je MST(G). Pokud
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kontrakci vzniknou smycky, mizeme je ihned odstranovat; pokud paralelni hrany,
ponechame z nich vzdy tu nejleh¢i. To nas vede k nasledujicimu algoritmu:

Algoritmus: MST v rovinnych grafech [27]

1. Ke kazdému vrcholu najdeme nejlevnéjsi incidentni hranu — dostaneme
mnozinu hran F C E.

2. Graf kontrahujeme podle F' nasledovné:

3. Prohledame do sifky graf (V, F') a pfifadime kazdému vrcholu ¢islo
komponenty, v niz se nachézi.

4. Precislujeme hrany v G podle ¢isel komponent.

5. Odstranime nasobné hrany:

6. Setfidime hrany lexikograficky pfihradkovym t¥idénim (nésobné
hrany jsou nyni pospolu).

7. Projdeme posloupnost hran a z kazdého tiseku multihran odstra-
nime vSechny az na nejlevnéjsi hranu. Také odstranime smycky.

8. Pokud stale mame netrivialni graf, opakujeme predchozi kroky.

9. Vratime jako MST v8echny hrany, které se v pribéhu algoritmu dostaly
do F.

Casova slozitost: Oznacéme si n; a m; pocet vrcholit a hran na pocatku i-té ite-
race. Kazdy z krokt 1-7 trva O(m;), proto i cely cyklus algoritmu trvd O(m;).
Pocet vrcholi grafu klesa s kazdym cyklem exponencidlné: n; < n/2?. Na zacat-
ku kazdého cyklu je graf rovinny (kontrakci hrany v rovinném grafu se rovinnost
zachovava) a neni to multigraf, takze pocet jeho hran je linedrni v poétu vrchol:
m; < 3n;. Celkovou ¢asovou slozitost dostaneme jako soucet dob trvani vSech cykli:

O(;mi) = O(3;ni) = O(n).
Minorové uzaviené tridy

Pfedchozi algoritmus ve skute¢nosti funguje v linedrnim c¢ase i pro obecnéjsi
tridy grafl, nez jsou grafy rovinné. Tim spravnym universem jsou minorové uzaviené
tridy:
Definice: Graf H je minorem grafu G (znac¢ime H < G) = H lze z G ziskat mazanim
vrcholt ¢ hran a kontrahovanim hran (s odstranénim smycek a nasobnych hran).
Pozorovani: H C G = H < G.
Definice: Ttida grafu C je minorové uzaviend =VG,H: G € C,H X G = H €C.

Véta: (Robertson, Seymour) Pokud je C minorové uzaviend tfida grafd, existuje
koneéna mnozina grafu Z takova, ze pro kazdy graf G plati:

G¢C <= dHeZ:H=<G.

Jinymi slovy, kazdou minorové uzavienou tiidu lze charakterizovat konecngm po-
¢tem zakdzanych minord. To neni samo sebou, dokazuje se to dosti obtiZzné (a je
to jedna z nejslavnéjsich kombinatorickych vét za poslednich mnoho let), ale plyne
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z toho spousta zajimavych disledkt. Pékné shrnuti této teorie najdete napriklad
v Diestelove knize [13].

Pozorovani: Naptiklad pro rovinné grafy jsou témi zakdzanymi minory pravé Ks 3
a K5. To plyne z Kuratowského véty: jedna implikace je trividlni, druha da trochu
prace: pokud je K33 = G, najde se v G podgraf isomorfni néjakému déleni K3 3;
pokud je K5 =< G, podgraf isomorfni déleni K5 se v G najit nemusi, ale pokud se
nenajde, najde se tam podgraf isomorfni déleni K3 5. (Zkuste si sami.)

Véta: (Robertson, Seymour) Pokud je tfida graf C minorové uzaviend a netrivialni
(alespoii jeden graf v ni lezi a alespoii jeden nelezi), pak 3¢ > 0: VG € C: |[E(G)| <
¢ |V(G).

Dusledek: Jelikoz vSechny grafy vygenerované predchozim algoritmem jsou minory
grafu ze vstupu, miZzeme pro odhad jejich hustoty pouzit pfedchozi vétu a dostaneme
linearni ¢asovou slozitost dokonce pro kazdou netrivialni minorové uzavienou t¥idu
grafu.

Jarnikuv algoritmus s Fibonacciho haldou

Ptvodni Jarnikiv algoritmus s haldou mé diky ni slozitost O(m logn), to zlep-
$ime pouzitim Fibonacciho haldy H, do které si pro kazdy vrchol sousedici se zatim
vybudovanym stromem 7T’ ulozime nejlevnéjsi z hran vedoucich mezi timto vrcholem
a stromem 7. Tyto hrany bude halda udrzovat uspotadané podle vah.

Algoritmus: Jarnikuv algoritmus #2 (Fredman, Tarjan [16])
1. Za¢neme libovolnym vrcholem vy, T' «— {vg}.

2. Do haldy H umistime vSechny hrany vedouci z vg.
3. Opakuji dokud H # 0:

4. vw «— DeleteMin(H ), pficemz v € T,w € T

5. T — TU{vw}

6. Pro vSechny sousedy w vrcholu v, které dosud nejsou v T', upra-
vime haldu:

7. Pokud jesté v H neni hrana incidentni s u, pfiddme hranu uv.

8. Pokud uz tam néjakad takova hrana je a je-li t€z81 nez uv,
nahradime ji hranou uv a provedeme DecreaseKey.

Spravnost algoritmu pfimo plyne ze spravnosti Jarnikova algoritmu.

Casova slozitost: Slozitost tohoto algoritmu bude O(m+nlogn), nebot vnéjsi cyklus
se provede nanejvys n-krat, za DeleteMin v ném tedy zaplatime celkem O(nlogn),
za pFidavani vrcholtt do H a nalézéni nejlevnéjsich hran zaplatime celkem O(m)
(na kazdou hranu takto sdhneme nanejvys dvakrat), za snizovani vah vrcholt v hal-
dé rovnéz pouze O(m) (nanejvy§ m-krat provedu porovnani vah a DecreaseKey
v kroku 8 za O(1)).

vvvvvv

ha hranami (konkrétné pro grafy s m = Q(nlogn)) déva linedrni algoritmus.
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Kombinace Jarnikova a Boruvkova algoritmu
K dalsimu zlepseni dojde, kdyz pred predchozim algoritmem spustime loglogn
cyklt Bortuvkova algoritmu s kontrahovanim vrcholi, ¢imz graf zahustime.
Algoritmus: Jarnikuv algoritmus #3 (puvod neznamy)
1. Provedeme loglogn cykli upraveného Bortvkova algoritmu s kontra-
hovanim hran popsaného vyse.
2. Pokracujeme Jarnikovym algoritmem #2.

Casova slozitost: Slozitost prvni ¢asti je O(mloglogn). Pocet vrcholii se po prvni
C4sti algoritmu snizi na n’ < n/logn a slozitost druhé ¢asti bude tedy nanejvys
O(m + n'logn’/logn) = O(m).
Jarnikuv algoritmus s omezenim velikosti haldy

Jesté vétsiho zrychleni dosdhneme, omezime-li Jarnikovu algoritmu #2 vhodné
velikost haldy, takze nam nalezne jednotlivé podkostficky zastavené v ristu pre-

tecenim haldy. Podle téchto podkostri¢ek graf nasledné skontrahujeme a budeme
pokracovat s mnohem mensim grafem.

Algoritmus: Jarnikuv algoritmus #4 (Fredman, Tarjan [16])

1. Opakujeme, dokud méme netriviadlni G (s alespoii jednou hranou):
2. t— [V(G)].

3. Zvolime k « 22™/t (velikost haldy).
4. T — (.
5. Opakujeme, dokud existuji vrcholy mimo 7"
6. Najdeme vrchol vg mimo 7.
7. Spustime Jarniktuv alg. #2 pro cely graf od vy. Zastavime ho,
pokud:
8. |H| > k (byla pfekrocena velikost haldy) nebo
9. H =) (dosli sousedé) nebo
10. do T jsme pridali hranu oboustranné incidentni s hra-
nami v T' (pfipojili jsme novou podkostru k néjaké uz
nalezené).
11. Kontrahujeme G podle podkoster nalezenych v T'.

Pozorovani: Pokud algoritmus jesté neskondil, je kazdé z nalezenych podkoster v T'
incidentni s alespon k£ hranami. Jak to vypada pro jednotliva ukonceni:

8. |H| > k — vSechny hrany v haldé jsou incidentni s 7" a navzijem ruzné,
takze incidentnich je dost.
9. H = () — nemiize nastat, algoritmus by skondil.
10. Pfipojim se k uz existujici podkostie — jen ji zvétsim.
Casova slozitost: Dtisledkem piedchoziho pozorovani je, ze poéet podkoster v jednom
prichodu je nanejvys 2m/k. Pro ¢’ a k’ v nasledujicim kroku potom plati t' < 2m/k
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ak/ = 22m/t" > 2% Prichodi bude tedy nanejvys log* n{1%) protoze prichod s k > n
bude uZ urcité posledni. P¥itom jeden vnéjsi priichod trvad O(m + tlogk), coz je pro
k = 22/t rovno O(m). Celkové tedy algoritmus pob&zi v case O(mlog* n).

I odhad log*n je ale piili§ hruby, protoZe neza¢indme s haldou velikosti 1,
nybrz 22/, Miizeme tedy pocet priichodii presnéji omerzit funkei f(m,n) = min{s :
log®’ n < m/n} a &asovou slozitost odhadnout jako O(m3(m,n)). To nam dévé
linearni algoritmus pro grafy s m > nlog(k) n pro libovolnou konstantu k, jelikoz
B(m,n) tehdy vyjde omezend konstantou.

Dalsi vysledky

e O(ma(m,n)), kde a(m,n) je obdoba inverzni Ackermannovy funkce de-
finovand podobné, jako je 3(m,n) obdobou log*. [9], [30]

e O(T(m,n)), kde T(m,n) je hloubka optimélniho rozhodovaciho stromu
pro nalezeni minimalni kostry v grafech s patfiénym poc¢tem hran a vrcho-
1 [31]. Jelikoz kazdy deterministicky algoritmus zaloZzeny na porovndvani
vah 1ze popsat rozhodovacim stromem, je tento algoritmus zarucené opti-
malni. Jen bohuzel nevime, jak optimalni stromy vypadaji, takze je stale
otevieno, zda lze MST nalézt v linedrnim ¢ase. Nicméné jelikoz tento al-
goritmus pracuje i na Pointer Machine, proc¢ez vime, Ze pokud je linearni
slozitosti mozné dosahnout, neni k tomu potieba vypocetni sila RAMu. (17

e O(m) pro grafy s celo¢iselnymi vahami (na RAMu) [15] — ukdZeme v jedné
z néasledujicich kapitol.

e O(m), pokud uz mame hrany setiidéné podle vah: jelikoz vime, Ze zalezi
jen na usporadani, mizeme vahy precislovat na 1...n a pouzit predchozi
algoritmus.

e O(m) randomizované v primérném piipadé [21].

e Na zjisténi, zda je zadani kostra minimdlni, sta¢i O(m) porovnéani [24]
a dokonce lze v linedrnim &ase zjistit, kterd to jsou [23]. Z toho ostatné
vychazi pfedchozi randomizovany algoritmus.

7. Vypocetni modely

Kdyz jsme v predeslych kapitolach studovali algoritmy, nezabyvali jsme se tim,
v jakém presné vypocetnim modelu pracujeme. Konstrukce, které jsme pouzivali,
totiz fungovaly ve vSech obvyklych modelech a mély tam stejnou ¢asovou i prostorovu
slozitost. Ne vzdy tomu tak je, takze se vypocetnim modelim podivejme na zoubek
trochu blize.

(16) log* n je inverzni funkce k ,,véZi z mocnin“, &li min{i : log(i) n < 1}, kde log(i) n
je i-krat iterovany logaritmus.
(7O vypocetnich modelech viz p¥isti kapitola.
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Druhy vypoéetnich modelu

Obvykle se pouzivaji nasledujici dva modely, které se lisi zejména v tom, zda
je mozné pamét indexovat v konstantnim case ¢i nikoliv.

Pointer Machine (PM) [5] pracuje se dvéma typy dat: ¢isly v pevné omezeném roz-
sahu a pointery, které slouzi k odkazovani na data uloZena v paméti. Pamét tohoto
modelu je slozena z pevného poctu registrii na ¢isla a na pointery a z neomeze-
ného poctu krabicek. Kazda krabicka ma pevny pocet polozek na ¢isla a pointery.
Na krabicku se lze odkéazat pouze pointerem.

Aritmetika v tomto modelu (aZ na trividlni pfipady) nefunguje v konstantnim
Case, datové struktury popsatelné pomoci pointert (seznamy, stromy . . . ) funguji pti-
mocafe, ovSem pole musime reprezentovat stromem, takze indexovani stoji ©(logn).

Random Access Machine (RAM) [11] je rodinka modeld, které maji spolecné to,
Ze pracuji vyhradné s (pfirozenymi) ¢isly a ukladaji je do paméti indexované opét
¢isly. Instrukce v programu (podobné assembleru) pracuji s operandy, které jsou bud
konstanty nebo buitky paméti adresované piimo (¢islem buiiky), pfipadné nepiimo
(index je uloZen v néjaké burice adresované piimo). Je vidét, Ze tento model je alespoii
tak silny jako PM, protoze odkazy pomoci pointeri lze vzdy nahradit indexovanim.

Pokud ovsem povolime pocitat s libovolné velkymi ¢isly v konstantnim case,
dostaneme velice silny paralelni pocita¢, na némz spocitadme témétr vse v konstant-
nim ¢ase (modulo kédovéani vstupu). Proto musime model néjak omezit, aby byl
realisticky, a to lze udélat vice zptusoby:

® Zavést logaritmickou cenu instrukci — operace trva tak dlouho, kolik je
pocet bith ¢isel, s nimiz pracuje, a to véetné adres v paméti. Elegantné
odstrani absurdity, ale je dost tézké odhadovat casové slozitosti; u vét-
Siny normaélnich algoritmi nakonec po dlouhém pocitani vyjde, Zze maji
slozitost ©(logn)-krét vétsi nez v neomezeném RAMu.

o Omezit velikost ¢isel na néjaky pevny pocet biti (budeme mu fikat §irka
slova a znadit w) a operace ponechat v ¢ase O(1). Abychom mohli alespori
adresovat vstup, musi byt w > log N, kde N je celkova velikost vstupu.
Jelikoz aritmetiku s O(1)-nasobnou presnosti 1ze simulovat s konstantnim
zpomalenim, mtzeme piedpokladat, ze w = Q(log N), tedy Ze lze pfimo
pracovat s Cisly polynomialné velkymi vzhledem k N. Jesté bychom si
méli ujasnit, jakou mnozinu operaci povolime:

o Word-RAM — ,céckové“ operace: +, —, *, /, mod (aritmeti-
ka); <<, >> (bitové posuvy); A, V, @, = (bitovy and, or, xor
a negace).

o AC°-RAM - libovolné funkce vy¢islitelné hradlovou siti po-
lynomidlni velikosti a konstantni hloubky s hradly o libovol-
né mnoha vstupech.!8) To je teoreticky ¢istsi, patii sem vse

(18) Pro zvidavé: AC* je t¥ida vSech funkci spoéitetelnych polynomialné velkou

hradlovou siti hloubky (9(10g’c n) s libovolné-vstupovymi hradly a NC* totéz s ome-
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z predchozi skupiny mimo néasobeni, déleni a modula, a také
spousta dalSich operaci.

® Kombinace predchoziho — tj. pouze operace Word-RAMu, kte-
ré jsou v ACP.

Ve zbytku této kapitoly ukdzeme, Ze na RAMu lze pocitat mnohé véci efektiv-
néji nez na PM. Zaméfime se na Word-RAM, ale podobné konstrukce jdou provést
i na AC°-RAMu. (Kombinace obou omezeni vede ke slab§imu modelu.)

Van Emde-Boas Trees

Van Emde-Boas Trees neboli VEBT [40] jsou RAMové struktura, ktera si pa-
matuje mnozinu prvkd X z néjakého omezeného universa X C {0,...,U — 1}, a
umi s ni provadét ,stromové operace* (vkladani, mazani, nalezeni naslednika apod.)
v Case O(loglogU). Pomoci takové struktury pak napiiklad dokazeme:

pomoci VEBT  nejlepsi znamé pro celé ¢isla
tFidéni O(nlogloglU)  O(nloglogn) [18]
MST O(mloglogU) O(m) [viz ptisti kapitola]
Dijkstra  O(mloglogU) O(m + nloglogn) [37], neorientované O(m) [36]

My se pridrzime ekvivalentni, ale jednodussi definice podle Erika Demaine [11].
Definice: VEBT(U) pro universum velikosti U (BUNO U = 22" obsahuje:

® min, max reprezentované mnoziny (mohou byt i nedefinovand, pokud je
mnozina moc mald),

e prihradky Po, ..., P sz obsahujici zbyvajici hodnoty. Hodnota x padne
do P, /77| Kazdd prihradka je uloZena jako VEBT(/U), ktery obsahuje
prislugna &sla mod vU. [Bity kazdého ¢isla jsme tedy rozdélili na vyssich
k/2, které indexuji pfihrddku, a nizsich k/2 uvnitf piihradky.]

e Navic jesté ,sumdrni“ VEBT(y/U) obsahujici &sla neprazdnych piihra-
dek.

(19)

Operace se strukturou budeme provadét nasledovné. Budeme si pfitom predstavovat,
ze v prihradkach jsou uloZena pfimo ¢isla reprezentované mnoziny, nikoliv jen ¢asti
jejich bitd — z ¢isla prihradky a hodnoty uvniti prihradky ostatné dokazeme celou
hodnotu rekonstruovat a naopak hodnotu kdykoliv rozlozit na tyto ¢asti.

FindMin — minimum nalezneme v kofeni v ¢ase O(1).

Find(x) — pfimocafe rekurzi pres prihradky v case O(k).

zenim na hradla se dvéma vstupy. Viimnéte si, ze NC° C AC® C NC! C AC! C
NC?C....
{19) Alespoii jedno z min, maz musi byt ulozeno zvlast, aby strom obsahujici pouze
jednu hodnotu nemél zadné podstromy. My jsme pro eleganci struktury zvolili ulozit
zv14ast oboji.
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Insert(z):

1. OSet¥ime trividlni stromy (prazdny a jednoprvkovy)
2. Je-li tteba, prohodime x s min, maz.
3. Prvek x padne do prihradky P;, kterd je bud:

4. prazdnéd = Insert hodnoty ¢ do sumarniho stromu a zalozeni tri-
vidlniho stromu pro ptrihradku; nebo
5. neprazdna = pfevedeme na Insert v podstromu.

V kazdém piipadé bud rovnou skoné¢ime nebo pievedeme na Insert v jednom
stromu niz§iho fadu a k tomu vykondme konstantni praci. Celkem tedy O(k).

Delete(x) — smazani prvku bude opét pracovat v éase O(k).

1. Oset¥ime trividlni stromy (jednoprvkovy a dvouprvkovy).

2. Pokud mazeme min (analogicky maz), nahradime ho minimem z prvni
neprazdné prihradky (tu najdeme podle sumérniho stromu v konstant-
nim ¢ase) a pievedeme na Delete v této piihradce.

3. Prvek x padne do ptihradky P;, kterd je bud:

4. jednoprvkova = zruseni prihradky a Delete ze sumarniho stromu;
nebo
5. vétsi = Delete ve stromu piihradky.

Suce(x) — nejmensi prvek vétsi nez x, opét v Case O(k):

1. Trivialni piipady: pokud = < min, vratime min; pokud = > maz,
vratime, Ze naslednik neexistuje.
2. Prvek x padne do pfihradky P; a budto:

3. P; je prdzdna nebo z = maz(P;) = pomoci Succ v sumérnim
stromu najdeme nejblizsi dalsi neprazdnou prihrddku P;:

4. existuje-li = vratime min(P;),

5. neexistuje-li = vratime maz.

6. nebo x < maz(P;) = prevedeme na Succ v P;.

Slozitosti operaci jsou pékné, ale nesmime zapomenout, ze strukturu je na po-
¢atku nutné inicializovat, coz trva Q(vU).(29 Z nésledujicich tivah oviem vyplyne,
7e si inicializaci miZeme odpustit.

Modely inicializace

Jak muze byt definovan obsah paméti na poc¢atku vypoctu:

,PFi odchodu zhasni“: Zavedeme, 7ze pamét RAMu je na pocatku inicializovana
nulami a program ji po sobé musi uklidit (to je nutné, aby programy $lo iterovat).
To u VEBT neni problém zafidit.

{20) Svadi to k napadu ponechat ptihradky neinicializované a nejdiive se vizdy zeptat
sumarniho stromu, ale tim bychom si pokazili ¢asovou slozitost.
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Neinicializovano: Na zadné konkrétni hodnoty se nemizeme spolehnout, ale je defi-
novano, ze neinicializovanou bunku muzeme precist a dostaneme néjakou korektni,
i kdyz libovolnou, hodnotu. Tehdy nam pomtize:

Véta: Bud P program pro Word-RAM s nulami inicializovanou paméti, béZici v éase
T(n). Pak existuje program P’ pro Word-RAM s neinicializovanou paméti po¢itajici
totéz v éase O(T'(n)).

Diikaz: Béhem vypoctu si budeme pamatovat, do kterych pamétovych bunék uz
bylo néco zapsano, a které tedy maji definovanou hodnotu. Prokladané uloZime do
paméti dvé pole: M, coz bude pamét ptivodniho stroje, a L — seznam ¢isel bunék
v M, do kterych uz program zapsal. Pfitom L[0] bude udavat délku seznamu L.

Program nyni zac¢ne tim, Zze vynuluje L[0] a bude simulovat pivodni program,
pricemz kdykoliv ten bude chtit precist néjakou bunku z M, podivame se do L, zda
uZ je inicializovana, a pfipadné vratime nulu a bunku pripiseme do L.

To je funkéni, ale pomalé. Redukci tedy vylepsime tak, Ze zalozime dalsi pro-
lozené pole R, jehoz hodnota R[i] bude fikat, kde v L se vyskytuje éislo i-té buriky,
nebo bude neinicializovana, pokud takové misto dosud neexistuje.

Pied ¢tenim Mi] se ted podivame na R[i] a ovéfime, zda R][i] nelezi mimo
seznam L a zda je L[R[i]] = ¢. Tim v konstantnim ¢ase zjistime, jestli je MT[i] jiz
inicializovand, a jsme také schopni tuto informaci v témze ¢ase udrzovat. Q@
,Minové pole*“: Neinicializované butiky neni ani dovoleno ¢ist. V tomto pfipadé
nejsme schopni deterministické redukce, ale alesponn muzeme pouzit randomizova-
nou — ukladat si obsah paméti do hashovaci tabulky, coz pii pouziti universalniho
hashovani da slozitost O(1) na operaci v pramérném p¥iipadé.

Technické triky

VEBT nedosahuji zdaleka nejlepsich moznjch parametrt — lze sestrojit i struk-
tury pracujici v konstantnim ¢ase. To v nasledujici kapitole také udélame, ale nejdiive
v této ponékud technické stati vybudujeme repertoar zakladnich operaci proveditel-
nych na Word-RAMu v konstantnim ¢ase.

N4

Rozcvicka: nejpravejsi jednicka ve dvojkovém €isle (hodnota, nikoliv pozice):

2 =01---011000000
z—1=01---010111111

z A (z—1)=01---010000000

& (zA(z—1))=00-- 001000000

Nyni ukdZeme, jak RAM pouzivat jako vektorovy poéitaé, ktery umi paralelné po-
Citat se vSemi prvky vektoru, pokud se daji zakédovat do jediného slova. Libovolny
n-slozkovy vektor, jehoz slozky jsou b-bitova ¢éisla (n(b+ 1) < w), zakédujeme po-
skldadanim jednotlivych slozek vektoru za sebe, prolozené nulovymi bity:

0z,_10x,_o- - -0x10xg

S vektory budeme provadét nasledujici operace: (latinkou znac¢ime vektory, alfabetou
¢isla, 0 a 1 jsou jednotlivé bity, (...)* je k-ndsobné opakovani binarniho zapisu)
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® Replicate(a) — vytvori vektor (o, a, ..., q):
ax (0°1)"
o Sum(z) — se¢te vSechny slozky vektoru (pfedpoklddame, ze se soucet vejde
do b bith):
a) vymodulenim ¢islem 1°+1 (protoze 10°+! mod 1°+! = 1), &
b) nasobenim vhodnou konstantou:

Tp—1 -+ Tz T1 T
x 01 ... 01 0’1 0’1
Tp—1 -+ Tz T1 T
Tn—1 Tpn-2 *°° T Zo
Tn—1 Tp—2 Tp—-3 - Zo
Tp—1 -+ Tz T1 To
Tp—1 -+ Tg TL S, -+ 83 S2 81

Zde je vysledkem dokonce vektor vSech casteénych soucti:
k—1 n—1
Sk =2_i—0 Tir Th = D i Ti-
e Cmp(x,y) — paralelni porovnani dvou vektort: i-ta slozka vysledku je 1,
pokud z; < y;, jinak 0.

1z, 1129 --- 1 21 1 x9
—0yp10yn—2 --- 0 y1 0 wo
Ve vektoru x nahradime prokladaci nuly jednickami a odecteme vektor y.
Ve vysledku se tyto jednicky zméni na nuly pravé u téch slozek, kde x; <
y;. Pak je jiz staCi posunout na spravné misto a okolni bity vynulovat a
znegovat.
® Rank(a,x) — spocita, kolik slozek vektoru z je mensich nez a:

Rank(a, x) = Sum(Cmp(Replicate(a), )).

o Insert(a, x) — zat¥idi hodnotu « do setfidéného vektoru a:
Zde stac¢i pomoci operace Rank zjistit, na jaké misto novou hodnotu za-
tFidit, a pak to pomoci bitovych operaci provést (,rozsoupnout* existujici
hodnoty).

e Unpack(a) — vytvoii vektor, jehoz slozky jsou bity zadaného éisla (jinymi
slovy prolozi bity bloky b nul).
Nejdrive ¢islo a replikujeme, pak andujeme vhodnou bitovou maskou, aby
v i-té sloZce zistal pouze i-ty bit a ostatni se vynulovaly, a pak provedeme
Cmp s vektorem reprezentovanym toutéz bitovou maskou.

® Unpack,, (a) — podobné jako predchozi operace, ale bity jesté prohézi podle
néjaké pevné funkce :
Staéi zvolit bitovou masku, kterd v i-té slozce ponechd préavé o(i)-ty bit.
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® Pack(z) — dostane vektor nul a jednicek a vytvoii ¢islo, jehoZ bity jsou
pravé slozky vektoru (jinymi slovy Skrtne nuly mezi bity):
Predstavime si, ze slozky ¢isla jsou o jeden bit krats$i a provedeme Sum.
Napriklad pron =4 a b= 4:

|0 000230 0002 /000 0200 0 0
|0 000Jz;000/02,00[0 0z,0/0 0 0 x

Jen si musime dat pozor na to, Ze vytvoreny vektor s kratsimi slozkami
neni korektné prostrkan nulami. Konstrukce Sum pomoci modula proto
nebude spravné fungovat a misto 1° vygeneruje 0°. To mtizeme bud oSet¥it
zvl4st, nebo pouzit konstrukci pies nasobeni, které to nevadi.

Nyni jesté nékolik operaci s normalnimi ¢isly. Chvili pfedpokladejme, Ze pro b-bitova
¢isla na vstupu budeme mit k dispozici b?-bitovy pracovni prostor, takze budeme
moci pouzivat vektory s b slozkami po b bitech.

e #1(«) — spocCitd jednickové bity v zadaném ¢isle.
Staci provést Unpack a néasledné Sum.

® Permute,(a) — piehazi bity podle zadané fixni permutace.
Provedeme Unpack,. a Pack zpét.

e [SB(a) — Least Significant Bit (pozice nejnizsi jednicky):
Podobné jako v rozcvic¢ce nejdiive vytvorime ¢islo, které obsahuje nejnizsi
jednicku a vpravo od ni dalsi jednicky, a pak tyto jednicky poscitame
pomoci #1:

a—1=----. 01111
a®(a—1)=0---011111

e MSB(«) — Most Significant Bit (pozice nejvyssi jednicky):
Z LSB pomoci zrcadleni (operaci Permute).

Posledni dvé operace dokazeme spocitat i v linedrnim prostoru, napfiklad pro MSB
takto: Rozdélime ¢islo na bloky velikosti |/w]. Pak pro kazdy blok zjistime, zda v
ném je asponl jedna jednicka, zavoldanim Cmp(0, z). Pomoci Pack z toho dostaneme
slovo y odmocninové délky, jehoz bity indikuji neprazdné bloky. Na toto ¢islo za-
volame predchozi kvadratické MSB a zjistime index nejvyssiho neprazdného bloku.
Ten pak izolujeme a druhym volanim kvadratického algoritmu najdeme nejlevéjsi
jedni¢ku uvnit¥ ngj. 2V

(1) Dopoustime se drobného podviidku — vektorové operace predpokladaly prostr-

kané nuly a ty tu nemame. MtZeme si je ale snadno poridit a bity, které jsme nulami
prepsali, prosté zpracovat zvlast.
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8. Q-Heaps

V minulé kapitole jsme zavedli vypocetni model RAM a nahlédli jsme, ze
na ném muzeme snadno simulovat vektorovy pocitac¢ s vektorovymi operacemi pra-
cujicimi v konstantnim ¢ase. Kdyz uz mame takovy pocitac, pojdme si ukdzat, jaké
datové struktury na ném muizeme vytvaret.

Svym snazenim budeme smétovat ke strukturam, které zvladnou operace Insert
a Delete v konstantnim case, pficemz bude omezena budto velikost ¢isel nebo maxi-
malni velikost struktury nebo oboji. Bez jmy na obecnosti budeme predpokladat,
ze hodnoty, které do struktur ukladame, jsou navzajem razné.

vvvvv

Znaceni: w bude vzdy znacit sitku slova RAMu a n velikost vstupu algoritmu, v némz
datovou strukturu vyuzivame (speciilné tedy vime, Ze w > logn).

Word-Encoded B-Tree

Prvni strukturou, kterou popiseme, bude vektorova varianta B-stromu. Nema
jesté tak zajimavé parametry, ale odvozuje se snadno a jsou na ni dobfe vidét mnohé

Pijde o obycejny B-strom s daty v listech, ov§em kédovany vektorové. Do listt
stromu budeme ukladat k-bitové hodnoty, vnitini vrcholy budou obsahovat pouze
pomocné klice a budou mit nejvyse B synt. Strom bude mit hloubku h. Hodnoty
vsech kli¢t ve vrcholu si budeme ukladat jako vektor, ukazatele na jednotlivé syny
jakbysmet.

Se stromem zachéazime jako s klasickym B-stromem, pfitom operace s vrcholy
provadime vektorové: vyhledani pozice prvku ve vektoru pomoci operace Rank, roz-
déleni a slu¢ovani vrchold pomoci bitovych posuvii a maskovani, to vse v ¢ase O(1).
Stromové operace (Find, FindNext, Insert, Delete, ...) tedy stihneme v ¢ase O(h).

Zbyvé si rozmyslet, co musi spliiovat parametry struktury, aby se vSechny vek-
tory vesly do konstantniho poc¢tu slov. Kviili vektorim kli¢t musi platit Bk = O(w).
Jelikoz strom ma az B" listii a nejvyse tolik vnitfnich vrcholii, ukazatele zabiraji
O(hlog B) bitu, takze pro vektory ukazatelit potfebujeme, aby bylo Bhlog B =
O(w). Dobra volba je napiiklad B = k = y/w, h = O(1), ¢imz ziskdme strukturu
obsahujici w®® prvki o y/w bitech, kterd pracuje v konstantnim case.

Q-Heap

Predchozi struktura ma zajimavé vlastnosti, ale ¢asto je jeji pouziti znemoznéno

Willarda [15], ktera dokdze totéz, ale s az w-bitovymi ¢&isly. Tato struktura mé spise
teoreticky vyznam (konstrukce je zna¢né komplikovana a skryté konstanty nemalé),
ale prekvapivé mnoho myslenek je pouzitelnych i prakticky.
Znaceni:

e k= O(w'/*) - omezeni na velikost haldy,

e r < k — aktualni pocet prvku v haldé,
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e X = {x1,...,2.} — uloZené w-bitové prvky, oéislujeme si je tak, aby
) <...<Zp,

® ¢; = MSB(z; ® x;41) — nejvyssi bit, ve kterém se lisi x; a x;41,

e Rankx(z) — pocet prvkt mnoziny X, které jsou mensi nez = (pfiGemz x
mize lezet i mimo X).

Predvypocet: Budeme ochotni obétovat ¢as O(2k4) na predvypocet. To muize znit
hrozivé, ale ve vétsiné aplikaci bude k = logl/ 4 n, takze piedvypodet stihneme v ¢a-
se O(n). V takovém ¢ase mimo jiné stihneme predpodcitat tabulku pro libovolnou
funkci, ktera ma vstup dlouhy O(k®) bitii a kterou pro kazdy vstup dovedeme vy-
hodnotit v polynomialnim c¢ase. Nadale tedy muzeme bezpecné predpokladat, ze
vSechny takové funkce umime spocitat v konstantnim case.

Iterovani: Vsimnéte si, Ze jakmile dokéZeme sestrojit haldu s k£ prvky pracujici v kon-
stantnim C¢ase, miZeme s konstantnim zpomalenim sestrojit i haldu s k°M prvky.
Staci si hodnoty ulozit do list stromu s vétvenim k a konstantnim poctem hladin a
v kazdém vnitinim vrcholu si pamatovat minimum podstromu a Q-Heap s hodnota-
mi jeho syntu. Tak dokazeme kazdé vlozeni i odebrani prvku prevést na konstantné
mnoho operaci s Q-Heapy.

Naért fungovani Q-Heapu: Nad prvky xi, ...,z sestrojime trii T a nevétvici se
cesty zkomprimujeme (nahradime hranami). Listy trie budou jednotliva x;, vnitini
vrchol, ktery lezi mezi z; a x;41, bude testovat ¢;-ty bit ¢isla. Pokud budeme hledat
nékteré z x;, tyto vnitini vrcholy (budeme jim fikat znaéky<22>) nas spravné dovedou
do prislusného listu. Pokud ale budeme hledat néjaké jiné x, zavedou nas do néja-
kého na prvni pohled nesouvisejiciho listu a teprve tam zjistime, Ze jsme zabloudili.
K naSemu prekvapeni vSak to, kam jsme se dostali, bude stacit ke spocitani ranku
prvku a z ranki uz odvodime i ostatni operace.

Priklad: Trie pro zadanou mnozinu ¢isel. Ohodnoceni hran je pouze pro nazornost,
neni soucasti struktury.

xr1 = 00001{1] c1 = 3
o = 001010 co =4
T4 = 10101 Cqy = 5
5 = (100000 cs =0
¢ =(100001

@4321@

Lemma R: Rankx (z) je urcen jednoznacéné kombinaci:

(i) tvaru stromu T,
(ii) indexu ¢ listu z;, do kterého nés zavede hled4ni hodnoty x ve stromu,

(22) tfeba turistické pro orientaci v lese
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(iii) vztahu mezi x a z; (z < x;, * > x; nebo © = x;) a
(iv) pozice b = MSB(z @ x;).

Diikaz: Pokud © = z;, je zjevné Rankx(z) = i. Pfedpoklddejme tedy = # x;.
Hodnoty znacek klesaji ve sméru od kofene k listim a na cesté od kofene k x;
se vSechny bity v z; na pozicich urenych znackami shoduji s bity v z. Pfitom az
do pozice b se shoduji i bity znac¢kami netestované. Sledujme tuto cestu od kofene az
po b: pokud cesta odbocuje doprava, jsou vsechny hodnoty v levém podstromu mensi
nez x, a tedy se do ranku zapocitaji. Pokud odbocuje doleva, jsou hodnoty v pravém
podstromu zarucené vétsi a nezapocitaji se. Pokud nastala neshoda a z < z; (tedy
b-ty bit v = je nula, zatimco v x; je jednickovy), jsou vSechny hodnoty pod touto
hranou vétsi; pfi opa¢né nerovnosti jsou mensi. Q
Pfiklad: Vezméme mnozinu X = {x1, 9, ..., 26} z pfedchoziho piikladu a poéitejme
Rank x (011001). Misto prvni neshody je oznac¢eno puntikem. Plati = > x;, tedy cely
podstrom je mensi nez z, a tak je Rankx(011001) = 4.

Radi bychom predchozi lemma vyuzili k sestrojeni tabulek, které podle uvede-

nych hodnot vrati rank prvku xz. K tomu potfebujeme predevsim umét indexovat
tvarem stromu.

Pozorovani: Tvar trie je jednoznac¢né uréen hodnotami c¢q,...,¢, (je to totiz kar-
tézsky strom nad témito hodnotami — blize viz kapitola o dekompozicich stromi),
hodnoty v listech jsou x1,...,x, v poradi zleva doprava.

Kdykoliv chceme indexovat tvarem stromu, mtizeme tedy indexovat primo vek-
torem (cy, ..., cy,), ktery ma pouze klogw = O(k?) bitti. Pro zjednoduseni ostatnich
operaci ale zvolime trochu jinou, ekvivalentni reprezentaci:

e B :={c1,...,¢} (mnoZina v8ech pozic bith, které trie testuje, uloZend
ve vektoru setfidéné),

e C:{l,...,r} = B: B[C(i)] = ¢.
Lemma R’: Rankx () lze spoéitat v konstantnim Gase z:

(i’) funkce C,

(ii’) hodnot z1,...,z,,

iii’) z|B] — hodnot bitl na ,zajimavych® pozicich v ¢isle x.

»Za) Y p
Dikaz: Z predchoziho lemmatu:

(i) Tvar stromu zavisi jen na nerovnostech mezi polohami znadek, takze je
jednoznac¢né uréeny funkci C.

(ii) Z tvaru stromu a z[B] jednoznaéné plyne list z; a tyto vstupy jsou do-
statecné kratké na to, abychom mohli predpocitat tabulku pro prichod
stromem.

(iii) Relaci zjistime prostym porovnénim, jakmile zname x;.

(iv) MSB umime na RAMu pocitat v konstantnim ¢ase.

Mezivysledky (i)—(iv) jsou opét dost kratké na to, abychom jimi mohli indexo-
vat tabulku. V)
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Pocitani rankt je témér vse, co potfebujeme k implementaci operaci Find, Insert a
Delete. Jedinou dalsi prekdzku tvori zatfidovani do seznamu 1, . .., z,, ktery je moc
velky na to, aby se vesel do O(1) slov. Proto si budeme pamatovat zvlast hodnoty
v libovolném poradi a zvlast permutaci, ktera je setiidi — ta se jiz do vektoru vejde.
Reknéme tedy pofadné, co vse si bude struktura pamatovat:

Stav struktury:

e k, r — kapacita haldy a aktudlni pocet prvki (¢isla),

e X ={x1,...,2.} — hodnoty prvki v libovolném potadi (pole ¢isel),

® o — permutace na {1,...,r} takova, ze z; = X[p(i)] a 11 < 2 < ... < Zp
(vektor o r - logr bitech),

® B — mnozina ,zajimavych®* bitovych pozic (setfidény vektor o r - logw
bitech),

e (' — funkce popisujici znacky: ¢; = B[C(i)] (vektor o r - logr bitech),

e piedpocitané tabulky pro rizné funkce.

Nyni jiz ukdZzeme, jak provadét jednotlivé operace:
Find(zx) :

1. i — Rankx(z).

2. Pokud x; = x, odpovime ANO, jinak NE.

Insert(x) :

. i — Rankx ().

. Pokud x = x;, hodnota uz je pfitomna.

. Ulozime x do X[++ 7] a vloZime r na i-té misto v permutaci g.
. Pfepocitame c;—1 a c¢;. Pro kazdou zménu c;:

Pokud jesté nova hodnota neni v B, pfidame ji tam.
Upravime C(j), aby ukazovalo na tuto hodnotu.

N O U N =

Pokud se na starou hodnotu neodkazuje zadné jiné C(-), smazeme
jiz B.

Delete(z) :

1. i < Rankx(z) (vime, Ze z; = x).
2. Smazeme x; z pole X (napfiklad prohozenim s poslednim prvkem) a
prislusné upravime p.
3. Prepocitame c;—1 a ¢; a upravime B a C jako pfi Insertu.
Casova slozitost: Viechny kroky operaci po vypoctu ranku trvaji konstantni ¢as,
rank samotny zvladneme spocitat v O(1) pomoci tabulek, pokud zndme z[B]. Zde

je ovSem nali¢en hacek — tuto operaci nelze na Word-RAMu konstantnim poctem
instrukeci spocitat. Pomoci si miZzeme dvéma zpiisoby:

a) Vyuzijeme toho, Ze operace z[B] je v AC?, a vysta&ime si se strukturou
pro AC°-RAM. Zde dokonce miizeme vytvaret haldy velikosti az w log w.
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Také pri praktické implementaci mizeme vyuzit toho, Ze soucasné proce-
sory maji instrukce na spoustu zajimavych AC°-operaci, viz nap¥. pékny
rozbor v [38].

b) Jelikoz B se pfi jedné Q-Heapové operaci méni pouze o konstantni pocet
prvkd, mizeme si udrzovat pomocné struktury, které budeme umét prti
lokalni zméné B v linedrnim case prepocitat a pak pomoci nich indexovat.
To pomoci Word-RAMu lze zafidit, ale je to technicky dosti ndroéné, takze
Ctenafe zvédavého na detaily odkazujeme na ¢lanek [15].

Aplikace Q-Heapu

Jednim velice péknym dusledkem existence Q-Heapt je linedrni algoritmus
na nalezeni minimalni kostry grafu ohodnoceného celymi ¢isly. Ziskame ho z Fredma-
novy a Tarjanovy varianty Jarnikova algoritmu (viz kapitoly o kostréch) tak, ze
v prvni iteraci pouZijeme jako haldu Q-Heap velikosti logl/ “n a pak budeme po-
kracovat s ptivodni Fibonacciho haldou. Tak provedeme tolik priichodt, kolikrat je
potieba zlogaritmovat n, aby vysledek klesl pod logl/ 4 n, a to je konstanta. Viimnéte
si, ze by nam dokonce stacila halda velikosti Q(log(k) n) s operacemi v konstantnim

Case pro néjaké libovolné k.

9. Dekompozice stromu

V této kapitole ukidzeme nékolik datovych struktur zalozenych na myslence
dekompozice problému na dostateéné malé podproblémy, které uz umime (obvykle
vhodnym kédovanim ¢isly) Fesit v konstantnim case.

Union-Find Problem

Problém: Udrzovani t¥id ekvivalence: na poéatku méame N jednoprvkovych ekviva-
len¢nich t¥id, provadime operace Find (zjisténi, zda dva prvky jsou ekvivalentni) a
Union (slouceni dvou tiid do jedné). Také na to lze pohliZzet jako na inkrementdl-
ni udrzovani komponent souvislosti neorientovaného grafu: Union je pfidani hrany,
Find test, zda dva vrcholy lezi v téze komponenté. To se hodi v mnoha algoritmech,
kuptikladu v Kruskalové algoritmu pro hledani minimalni kostry.
Trivialni FeSeni: Prvky kazdé tfidy obarvime unikatni barvou (identifikdtorem t¥i-
dy). Operace Find porovniva barvy, Union prvky jedné ze sjednocovanych t¥id
prebarvuje.

Operace Find tak pracuje v konstantnim case, Union muze zabrat az linearni
Cas. Mzeme si pomoci tim, ze vzdy pfebarvime mensi ze slu¢ovanych ekvivalenc-
nich t¥id (budeme si pro kazdou tfidu pamatovat seznam jejich prvkia a velikost).
Tehdy mtize byt kazdy prvek prebarven jen O(logn)-krat, jelikoZ kazdym prebarve-
nim se alespon zdvojnasobi velikost t¥idy, ve které prvek lezi. Posloupnost operaci
Union, kterou vznikla t¥ida velikosti k, tak trvd O(klog k), takze mizeme bezpetné
prohlésit, Zze amortizovana slozitost operace Union je O(logn).

Chytfejsi feseni: Kazdou tfidu budeme reprezentovat zakofenénym stromem s hra-
nami orientovanymi smérem ke kofeni (jinymi slovy pro kazdy prvek si pamatujeme
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jeho otce nebo Ze je to kofen). Find nalezne kofeny stromti a porovnd je, Union
pripoji kofen jedné t¥idy pod kofen druhé. Aby stromy nedegenerovaly, pfidame dvé
pravidla:

e Union by rank: kazdy kofen v si pamatuje svij rank r(v). Na pocitku
jsou vSechny ranky nulové. Pokud spojujeme dva stromy s kofeny v, w a
r(v) < r(w), pfipojime v pod w a rank zachovame. Pokud r(v) = r(w),
piipojime libovolné a novy kofen bude mit rank r(v) + 1.(2%)

® Path compression: pokud z vrcholu vystoupime do kofene (napiiklad bé-
hem operace Find), pfepojime vSechny vrcholy na cesté, po které jsme
prosli, rovnou pod kofen.

Pozorovani: Samotné pravidlo Union by rank zajisti, Ze strom ranku r bude mit
hloubku nejvyse r a minimalné 2" vrcholti, takze casova slozitost operaci bude ome-
zena O(logn) v nejhorsim pifpadé.?4

Amortizované se ale popsand struktura chova daleko 1épe:

Véta: (Tarjan, van Leeuwen [35]) Kombinace Union by rank a Path compression vede
k amortizované slozitosti obou operaci O(a(n)), kde a je inverzni Ackermannova
funkce. (2%)

Dikaz této véty neuvadime, jelikoZ je technicky dosti narocny, ale naznac¢ime
alespon, ze amortizovana casova slozitost je omezena iterovanym logaritmem, kon-
krétné ze ve struktufe s n prvky trva provedeni ¢ operaci Union a Find O((n + ¢) -
log™ n).

Definice: VéZovou funkei 2 1k definujeme nésledovné: 210 =1, 2 1(k + 1) = 22Tk,

Funkce 2 Tk je tedy k-krat iterovand mocnina dvojky a log™ je funkce k této
funkci inverzni.

Vrcholy ve struktufe si nyni rozdélime podle jejich rankii (vrchol, ktery jiz neni
kofenem, si pamatuje svij posledni rank z doby, kdy jesté kofenem byl): k-t4 skupina
bude tvofena témi vrcholy, jejichz rank je od 27(k — 1) + 1 do 27T k. Vrcholy jsou
tedy rozdéleny do 1+ log™ logn skupin. Odhadnéme nyni shora podet vrcholti v k-té
skupiné, vyuzivajice toho, ze vrcholi s rankem r je nejvyse n/2":

n n noo_ n 1 _ n 1=
22 T(k—1)+1 + 22 T(k—1)+2 T 22Tk = 921(k—1) ZE T 21k T 27k

i=1

Operace Union a Find potfebuji nekonstantni ¢as pouze na vystoupani ze za-
daného vrcholu v do kofene stromu a tento ¢as je pfimo imérny poc¢tu hran na cesté

(23) Stejné by fungovalo pravidlo Union by size, které pfipojuje mensi strom pod
vétsi, ale ranky mame radéji, neb jsou skladnéjsi a snaze se analyzuji.

(24} Mimochodem, Path compression samotna by také na slozitost O(logn) amorti-
zované stacila. [35]

(25) Existuje varianta tohoto algoritmu, kterd dosahuje stejné slozitosti i v nejhorsim
pripadé; téz je znamo, ze asymptoticky lepsi slozitosti nelze dosahnout.

46



z v do korene. Tato cesta je nasledné rozpojena a vSechny vrcholy lezici na ni jsou
prepojeny prfimo pod kofen stromu. Hrany cesty, které spojuji vrcholy z rtznych
skupin (takovych je jisté O(log™ n)), natctujeme pravé provadéné operaci, takze ji-
mi celkem stravime ¢as O(£log” n). Zbylé hrany budeme podcitat ptes celou dobu
béhu algoritmu a uctovat je vrcholim.

Uvazme vrchol v v k-té skupiné, ktery jiz neni kofenem stromu. Hrana z v
do jeho rodice bude tctovana vrcholu v pouze tehdy, lezi-li rodi¢ také v k-té skupiné.
Jenze ranky vrcholi na cesté z libovolného vrcholu do kotfene ostte rostou, takze pri
kazdém pfepojeni rank rodi¢e vrcholu v vzroste, a proto po 2 | k pfepojenich bude
rodi¢ vrcholu v v (k+1)-ni nebo vyssi skupiné. Kazdému vrcholu v k-té skupiné tedy
uctujeme nejvyse 2 T k prepojeni a jelikoz, jak uz vime, jeho skupina obsahuje nejvyse
n/(21k) vrcholl, natétujeme celé skupiné ¢as O(n) a vSem skupindm dohromady
O(nlog* n).

Union-Find s pfedem znamymi Uniony

Déle nas bude zajimat specialni varianta Union-Find problému, v niz dopfe-
du zname posloupnost Uniont, ¢li strom, ktery spojovanim komponent vznikne. (26!
Jind interpretace téhoZ (jen pozpatku) je dekrementalni udrzovani komponent sou-
vislosti lesa: na poc¢atku je dan les, umime smazat hranu a otestovat, zda jsou dva
vrcholy v témze stromu.

Popiseme algoritmus, ktery po poc¢ateénim pfedzpracovani v éase O(n) zvlad-
ne Union i Find v amortizované konstantnim case. Tento algoritmus je kombinaci
dekompozic popsanych Alstrupem v [4] a [3].

Definice: (Microtree/Macrotree dekompozice) Pro zakofenény strom T o n vrcholech
definujeme:

® Koreny mikrostromi budou nejvyssi vrcholy v T, pod nimiz je nejvyse
logn list a které nejsou korenem celého T'.

® Mikrostromy lezi v T od téchto kofend nize.

® Spojovaci hrany vedou z kofenti mikrostromi do jejich otci.

® Makrostrom je tvoren zbyvajicimi vrcholy a hranami stromu 7.

Pozorovani: Kazdy mikrostrom ma nejvyse log n list. Pod kazdym listem makrostro-
mu lezi alespoii jeden mikrostrom (muZe jich byt i vice, viz dekompozice hvézdy
na obrazku), takze listii makrostromu je nejvyse n/logn.

Vnit¥nich vrcholi makro- i mikrostromi ale muze byt nesikovné mnoho, protoze
se ve stromech mohou vyskytovat dlouhé cesty. Pomtzeme si snadno: kazdou cestu
si budeme pamatovat zvlast a ve stromu ji nahradime hranou, ktera bude vloZena
pravé tehdy, kdyz budou pfitomny vSechny hrany cesty.

(26) Kdy se to hodi? T¥eba v Thorupové linedrnim algoritmu [36] na nejkratsi cesty

nebo ve Weiheho taktéz linedrnim algoritmu [41] na hledani hranové disjunktnich
cest v rovinnych grafech.
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Priklad: Nasledujici obrazek ukazuje dekompozici nékolika stromu za prepokladu,
ze logn = 4. Vrcholy mikrostromt jsou ¢erné, makrostromu bilé. Spojovaci hrany
kreslime teckované, hrany komprimovanych cest tu¢né.

. "®

Algoritmus pro cesty: Cestu délky [ rozdélime na useky délky logn, pro néz si ulo-
Zime mnoziny jiz pfitomnych hran (po bitech jako ¢isla). Pak si je$té pamatujeme
zkomprimovanou cestu (hrany odpovidaji isektim a jsou pfitomny pravé tehdy, jsou-
li pfitomny vSechny hrany pfislusného tseku) délky I/logn a pro ni ,pfebarvovaci®
strukturu pro Union-Find.

Union(z,y) (pfidani hrany e = zy do cesty):

1. Pfiddme e do mnoziny hran pfitomnych v prislusném tuseku.
2. Pokud se tim usek naplnil, pfiddme odpovidajici hranu do zkompri-
mované cesty.

Find(z,y) :
1. Pokud z a y jsou v témze tseku, otestujeme bitovymi operacemi, zda
jsou vSechny hrany mezi x a y pfitomny.
2. Pokud jsou v riznych tsecich, rozdélime cestu z x do y na posloupnost

celych tsek, na které nam odpovi zkomprimovana cesta, a dva dotazy
v krajnich ¢aste¢nych tsecich.

Operace uvniti tsekt pracuji v ¢ase O(1), operace na zkomprimované cesté

v O(log ) amortizované, ale za dobu Zivota struktury je jich O(l/logn) = O(1/logl),
takze celkové zaberou linearni Cas.
Cestova komprese: Operace na mikro/makro-stromech budeme nésledujicim zptso-
bem prevadét na operace s jejich cestové komprimovanymi podobami a na operace
s cestovymi strukturami:
Union(x,y):

1. Pokud e = zy lezi uvnitf n&jaké cesty, pridame ji do cesty, coz budto

zplusobi pridavani jiné hrany, a nebo uz jsme hotovi.
2. Provedeme Union v komprimovaném stromu.

Find(z,y):

1. Pokud z a y lezi uvnitf jedné cesty, zeptame se cestové struktury a
koncime.
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2. Pokud x lezi uvnitf néjaké cesty, zjistime dotazem na cestovou struktu-
ru, ke kterému krajnimu vrcholu cesty je pfipojen, a x nahradime timto
vrcholem. Neni-li pfipojen k zadnému, je evidentné odpovéd na cely
Find negativni; pokud k obéma, vybereme si libovolny, protoze jsou
stejné v cestové komprimovaném stromu spojeny hranou. Analogicky
pro y.

3. Zeptame se struktury pro komprimovany strom.

Algoritmus pro mikrostromy: Po kompresi cest ma kazdy mikrostrom nejvyse 2 logn
vrcholi, ¢ili také nejvyse tolik hran. Hrany si ocislujeme pfirozenymi ¢isly, kazdou
mnozinu hran pak muZeme reprezentovat (2logn)-bitovym ¢islem a mnozinové ope-
race provadét pomoci bitovych v konstantnim case.

Pro kazdy mikrostrom si pfedpocitame pro vSechny jeho vrcholy v mnoziny P,
hran lezicich na cesté z kofene mikrostromu do v. Navic si budeme pro cely mikro-
strom pamatovat mnozinu pritomnych hran F.

Union(z,y) :

1. Najdeme potadové ¢islo ¢ hrany zy (mame predpocitané).
2. F — FU{i}.

Find(x,y) :

1. P — P, A P, (mnoZina hran lezicich na cesté z = do y).
2. Pokud P\ F = (, lezi = a y ve stejnd komponentg, jinak ne.

Algoritmus pro cely problém: Strom rozlozime na mikrostromy, makrostrom a spo-
jovaci hrany. V mikrostromech i makrostromu zkomprimujeme cesty. Pro cesty a mi-
krostromy pouzijeme vyse popsané struktury, pro kazdou spojovaci hranu si budeme
pamatovat jen znacku, zda je pritomna, a pro makrostrom pfebarvovaci strukturu.

Union(x,y):
1. Pokud e = zy je spojovaci, poznamename si, Ze je pritomna, a kon¢ime.
2. Nyni vime, Ze e lezi uvnitf mikrostromu nebo makrostromu, a tak
provedeme Union na prislu$né struktufe.

Find(z,y):

1. Lezi-li  a y v jednom mikrostromu, zeptame se struktury pro mikro-
strom.

2. Je-li x uvnitf mikrostromu, zeptadme se mikrostruktury na spojeni s ko-
fenem mikrostromu. Neni-li, odpovime NE, stejné jako kdyz neni pri-
tomna piislusna spojovaci hrana. Jinak  nahradime listem makrostro-
mu, do kterého spojovaci hrana vede. Podobné pro y.

3. Odpovime podle struktury pro makrostrom.

Analyza: Operace Find trva konstantni ¢as, protoze se rozlozi na O(1) Findt v dil-
¢ich strukturach a kazdy z nich trva konstantné dlouho. VSech n operaci Union
trvad O(n), jelikoz zptisobi O(n) amortizované konstantnich operaci s mikrostromy,
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spojovacimi hranami a cestami a O(n/logn) operaci s makrostromem, které trvaji
O(logn) amortizované kazda.?")

Cviceni: Zkuste pomoci dekompozice vytesit nasledujici problém: je dan strom, jehoz
kazdy vrchol mize byt oznaceny. Navrhnéte datovou strukturu, kterd bude umét
v ¢ase O(loglogn) oznacit nebo odznaéit vrchol a v éase O(logn/loglogn) najit
nejblizsitho oznaceného predchiidce.

Fredericksonova clusterizace

Mikro/makro-stromova dekompozice neni jediny zpusob, jak stromy rozkladat.
Nékdy se hodi napriklad néasledujici myslenkas:
Definice: (Fredericksonova clusterizace) Necht G je graf s vrcholy stupiit nejvyse 3 a
¢ > 1. Pak c-clusterizaci grafu G nazveme libovolny rozklad G na souvislé podgrafy
(clustery) C1,Ca, ..., Cy takovy, ze plati:

e Kazdy vrchol se nachdzi v prévé jednom clusteru (hrany mohou vést i
mezi clustery).

e Kazdy cluster ma nejvyse ¢ vrcholi.

® Vngjsi stupenn kazdého clusteru (tj. pocet hran, které vedou mezi C; a
ostatnimi clustery; mezi kazdou dvojici clusterii poé¢itame jen jednu hranu)
je nejvyse 3. Navic pokud je pravé 3, je cluster trividlni, éili |C;| = 1.

o 74dné dva sousedni clustery nelze spojit.

Véta: (Frederickson [14]) Kazda c-clusterizace grafu G ma O(|V(G)|/c) clustert.
Existuje algoritmus, ktery jednu takovou najde v linedrnim case.

Diikaz: Prvni ¢ast rozborem piipadit, druhad hladové pomoci DFS. Q
Pouziti: Pfedchozi variantu Union-Find problému bychom také mohli vyfesit na-
hrazenim vrcholt stupné > 3 ,kruhovimi objezdy bez jedné hrany“(?®) nalezenim

(log n)-clusterizace, pouzitim bitové reprezentace mnozin uvnit¥ clustert a piebar-
vovaci struktury na hrany mezi clustery.

Stromovi predchudci

Problém: (Least Common Ancestor alias LCA) Chceme si pfedzpracovat zakofenény
strom T tak, abychom dokézali pro libovolné dva vrcholy x,y najit co nejrychleji
jejich nejblizsiho spolecného predchudce.
Trivialni FeSeni LCA:

® Vystoupame z x i y do kofene, oznacime vrcholy na cestdch a kde se

poprvé potkaji, tam je hledany predchtidce. To je lineadrni s hloubkou a
nepotifebuje predzpracovani.

27} To je v praméru O(1) na operaci a dokonce i amortizované, pokud nechédme
inicializaci struktury, ktera je linedrni, naspofit potencidl O(n), ze kterého budeme
prubézné platit slu¢ovani v makrostromu.

(28) tzv. francouzsky trik
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® VylepSeni: Budeme stoupat z x a y stfidavé. Tak potfebujeme jen linearné
mnoho kroki vzhledem ke vzdalenosti spole¢ného predchidce.

¢ Pfedpocitdme viechny moznosti: piedzpracovani O(n?), dotaz O(1).

e ... codal?
Vérni vtiptim o matfyzacich a ¢lanku [6] pfevedeme radéji tento problém na jiny.
Problém: (Range Minimum Query alias RM(Q) Chceme pfedzpracovat posloupnost
¢isel ay, .. .a, tak, abychom uméli rychle pocitat ming<;< a;.(29
Lemma: LCA lze pfevést na RMQ s linedrnim ¢asem na predzpracovani a konstant-
nim ¢asem na prevod dotazu.

Diikaz: Strom projdeme do hloubky a pokazdé, kdyz vstoupime do vrcholu (af jiz
poprvé nebo se do néj vratime), zapiSeme jeho hloubku. LCA(z, y) pak bude nejvyssi
vrchol mezi libovolnou navstévou x a libovolnou néavstévou y. Q

Trivialni FfeSeni RMQ:

e Predpocitdme viechny mozné dotazy: piedzpracovani O(n?), dotaz O(1).

e Pro kazdé i a j < logn predpo¢itdme m;; = min{a;, @i+1,- ., G121},
¢ili minima vSech blokt velkych jako néjakéd mocnina dvojky. Kdyz se
poté nékdo zeptd na minimum bloku a;, a;41, ..., a;—1, najdeme nejveétsi £

takové, ze 2% < j — i a vratime:
min(min{a;, ..., a;4or_1 }, min{a;_ok,...,a;-1}).
Tak zvlddneme dotazy v ¢ase O(1) po pfedzpracovani v éase O(nlogn).

My si ovSem vSimneme, Ze na$ prevod z LCA vytvaii dosti specidlni instance
problému RMQ), totiz takové, v nichz je |a; — a;4+1| = 1. Takovym instancim budeme
fikat RMQ=+1 a budeme je umét fesit Sikovnou dekompozici.

Dekompozice pro RMQ+1: Vstupni posloupnost rozdélime na bloky velikosti b =
1/2-logn, kazdy dotaz umime rozdélit na ¢ast tykajici se celych blokd a maximélné
dva dotazy na ¢asti bloka.

Vsimneme si, Ze ackoliv blokt je mnoho, jejich moZnych typt (tj. posloupnosti
kleséni a stoupéani) je pouze 2°~1 < \/n a bloky téhoz typu se lisi pouze posunutim
o konstantu. Vybudujeme proto kvadratickou strukturu pro jednotlivé typy a pro
kazdy blok si zapamatujeme, jakého je typu a jaké ma posunuti. Celkem strivime
¢as O(n + /n -log?n) = O(n) predzpracovanim a O(1) dotazem.

Mimo to jesté vytvofime komprimovanou posloupnost, v niz kazdy blok na-
hradime jeho minimem. Tuto posloupnost délky n/b budeme pouzivat pro ¢ésti
dotazt tykajici se celych blokt a pripravime si pro ni ,logaritmickou“ variantu tri-
vidlni struktury. To nds bude stit O(n/b - log(n/b)) = O(n/logn - logn) = O(n)
na predzpracovani a O(1) na dotaz.

Tak jsme ziskali algoritmus pro RMQ=1 s konstantnim ¢asem na dotaz po line-
arnim predzpracovani a vySe zminénym pirevodem i algoritmus na LCA se stejnymi

(29 Vgimnéte si, Ze pro sumu misto minima je tento problém velmi snadny.
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parametry. Jesté ukdzeme, ze prevod muze fungovat i v opa¢ném sméru, a tak mu-
zeme ziskat i konstantni/linedrni algoritmus pro obecné RMQ.

Definice: Kartézsky strom pro posloupnost ai,...,a, je strom, jehoz kofenem je
minimum posloupnosti, tj. néjaké a; = min; a;, jeho levy podstrom je kartézsky
strom pro aj,...,a;—1 a pravy podstrom kartézsky strom pro a;ii,...,an.

Lemma: Kartézsky strom je mozné zkonstruovat v linedrnim case.

Diikaz: Pouzijeme inkrementalni algoritmus. Vzdy si budeme pamatovat kartézsky
strom pro jiz zpracované prvky a pozici posledniho zpracovaného prvku v tomto stro-
mu. Kdyz pfiddvame dalsi prvek, hleddme misto, kam ho pfipojit, od tohoto ozna-
¢eného prvku nahoru. Pov§imnéme si, Ze vzhledem k potencidlu rovnému hloubce
oznaceného prvku je ¢asova slozitost pfidani prvku amortizované konstantni. Q

Lemma: RMQ lze prevést na LCA s linedrnim ¢asem na predzpracovani a konstant-
nim ¢asem na prevod dotazu.

Diikaz: Sestrojime kartézsky strom a RMQ pfevedeme na LCA v tomto stromu. O
Vysledky této podkapitoly mizeme shrnout do nasledujici véty:

Véta: Problémy LCA i RMQ je mozné fesit v konstantnim ¢ase na dotaz po predzpra-
covani v linedrnim case.

Cvi€eni: Vymyslete jednodussi strukturu pro RMQ), vite-li, Ze vSechny dotazy budou
na intervaly stejné délky.

10. Suffixové stromy

V této kapitole popiseme jednu pozoruhodnou datovou strukturu, pomoci niz
dokazeme problémy tykajici se fetézcl prevadét na grafové problémy a fesit je tak
v linedrnim case.

Retézce, trie a suffixové stromy

Definice:

D PP konec¢na abeceda — mnozina znaki
(znaky budeme znacit latinskymi pismeny)

e mnozina vsech slov nad X
(slova budeme znacdit Ffeckymi pismeny)

€ e prazdné slovo

] oo délka slova «

QB zfetézeni slov a a ff (ae = eca = )

aft . slovo a napsané pozpatku

aje prefixem B ... Iv: 8 = ay (B zaind na «)

aje suffitem B ............ Iv: 8 =~a (B kondi na )

a je podslovem 3 .......... Fv,0 : B = ~vyad (znafime o« C [3)

« je vlastnim preficem [ ... je prefixem a o # 3

(analogicky vlastni suffix a podslovo)

52



Pozorovani: Prazdné slovo je prefixem, suffixem i podslovem kazdého slova vcetné
sebe sama. Podslova jsou pravé prefixy suffixi a také suffixy prefixi.

Definice: Trie (X-strom) pro koneénou mnozinu slov X C ¥* je orientovany graf
G = (V,E), kde:

V ={a: a je prefixem néjakého 3 € X},
(,) e E=TFx e ¥: =z

Pozorovani: Trie je strom s kofenem e. Jeho listy jsou slova z X, kterd nejsou vlast-
nimi prefixy jinych slov z X. Hrany si mizeme predstavit popsané pismeny, o néz

v s

Definice: Komprimovand trie (X7 -strom) vznikne z trie nahrazenim maximalnich
neveétvicich se cest hranami. Hrany jsou tentokrat popsané fetézci misto jednotlivymi
pismeny, pficemz popisky vsech hran vychazejicich z jednoho vrcholu se 1isi v prvnim
znaku. Vrcholim ,uvniti hran“ (které padly za obét kompresi) budeme fikat skryté
vrcholy.

Definice: Suffizovy strom (ST) pro slovo o € ¥* je komprimovan trie pro X = {« :
a je suffixem o}.

Pozorovani: Vrcholy suffixového stromu (véetné skrytych) odpovidaji prefixim suf-
fixu slova o, tedy vSem jeho podslovim. Listy stromu jsou suffixy, které se v o jiz
nikde jinde nevyskytuji (takovym suffixim budeme fikat nevnofené). Vnitini vr-
choly odpovidaji vétvicim podslovim, tedy podslovim « C o takovym, Ze aa C o i
ab C o pro néjaké dva rtizné znaky a, b.

Nékdy muze byt nepraktické, ze nékteré suffixy neodpovidaji listim (protoze
jsou vnofené), ale s tim se muZzeme snadno vyporddat: pfiddme na konec slova o
n&jaky znak $, ktery se nikde jinde nevyskytuje. Neprazdné suffixy slova ¢$ odpo-
vidaji suffixtim slova o a zadny z nich nemuze byt vnofeny. Takovy suffixovy strom
budeme znadit ST$.

Priklad:

baraba

Suffixy slova ,baraba“: trie, suffixovy strom, ST s dolarem

Nyni jak je to s konstrukei suffixovych stromu:

Lemma: Suffixovy strom pro slovo o délky n je reprezentovatelny v prostoru O(n).
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Dikaz: Strom mé O(n) listt a kazdy vnitini vrchol ma alespoil 2 syny, takZe vnit¥-
nich vrcholt je také O(n). Hran je rovnéz linedrné. Nalepky na hranéch staci popsat
pocatecni a koncovou pozici v o. Q

Véta: Suffixovy strom pro slovo o délky n lze sestrojit v ¢ase O(n).
Diikaz: Ve zbytku této kapitoly pfedvedeme dvé rizné konstrukce v linedrnim c¢ase. O

Aplikace — co vSe dokdZeme v linedrnim ¢ase, kdyZ umime linedrné konstruovat ST:

1. Inverzni vyhleddvani (tj. pfedzpracujeme si v linedrnim ¢ase text a pak
umime pro libovolné slovo o v ase O(|a|) rozhodnout, zda se v textu
vyskytuje)<30> — staci sestrojit ST a pak jej prochazet od kotene. Také
umime najit véechny vyskyty (odpovidaji suffixtim, které maji jako prefix
hledané slovo, takze staci vytvorit ST$ a vypsat vSechny listy pod nale-
zenym vrcholem) nebo pfimo vrétit jejich pocet (pfedpocitdme si pomoci
DFS pro kazdy vrchol, kolik pod nim lezi listl).

2. Nejdelsi opakugici se podslovo — takové podslovo je v ST$ nutné vétvi-
ci, takZe stadi najit vnitini vrchol s nejvétsi pismenkovou hloubkou (tj.
hloubkou méfenou ve znacich misto ve hranach).

3. Histogram cetnosti podslov délky k — roziizneme ST v pismenkové hloub-
ce k a spocitame, kolik ptivodnich listd je pod kazdym novym.

4. Nejdelsi spolecné podslovo slov a a 3 — postavime ST pro slovo a$;3$s,
jeho listy odpovidaji suffixtim slov « a 3. Takze sta¢i pomoci DFS najit
nejhlubsi vnit¥ni vrchol, pod kterym se vyskytuji listy pro a i 5. Podobné
miizeme sestrojit ST$ pro libovolnou mnozinu slov. (31

5. Nejdelsi palindromické podslovo (tj. takové 3 C a, pro néz je BT = )
— postavime spoleény ST$ pro slova a a off. Postupné prochazime pfes
vS8echny mozné stredy palindromického podslova a vSimneme si, ze takové
slovo je pro kazdy stied nejdelsim spoleénym prefixem podslova od to-
hoto bodu do konce a podslova od tohoto bodu pozpatku k zacatku, ¢ili
né&jakého suffixu o a néjakého suffixu a’*. Tyto suffixy oviem odpovidaji
listtim sestrojeného ST a jejich nejdelsi spoleény prefix je nejblizs§im spo-
le¢nym predchiidcem ve stromu, takze stac¢i pro strom vybudovat datovou
strukturu pro spole¢né predchtidce a s jeji pomoci dokdzeme jeden stied
prozkoumat v konstantnim cCase.

6. Burrows- Wheelerova Transformace [8] — jejim zakladem je lexikografické
setfidéni vSech rotaci slova o, coz zvladneme sestrojenim ST pro slovo oo,
jeho ufiznutim v pismenkové hloubce |o| a vypsanim nové vzniklych listt
v poradi ,zleva doprava“.

Cvi€eni: Zkuste vymyslet co nejlepsi algoritmy pro tyto problémy bez pouziti ST.

(30) Cili pfresny opak toho, co umi vyhled4vaci automat — ten si pfedzpracovava
dotaz.

(31) Jen si musime dét pozor, abychom si moc nezvétsili abecedu, ale to bude jasné,
az predvedeme konkrétni konstrukce.
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Suffix Array

V nékterych pripadech se hodi misto suffixového stromu pouzivat kompaktnéjsi da-
tové struktury.
Notace: Pro slovo o bude o[i] zna¢it jeho i-ty znak (¢islujeme od jednicky), o[i : j]
pak podslovo slozené z i-tého aZ j-tého znaku. Libovolnou z mezi mtizeme vynechat,
proto oli : ] bude suffix od ¢ do konce a o : j] prefix od zac¢atku do j. Pokud j < i,
definujeme oli : j] jako préazdné slovo, takze prazdny suffix mizeme napiiklad zapsat
jako oflo| +1:].

LCP(a, 8) bude znacit délku nejdelsiho spoleéného prefixu slov « a 3, ¢ili nej-
vétsi i < |a, | 8] takové, ze of : i) = B[ : 4.
Definice: Suffiz Array A, pro slovo o délky n je posloupnost vSech suffixii slova o
v lexikografickém potradi. MuZeme ho reprezentovat napiiklad jako permutaci A Cisel
1,...,n+ 1, proniz o[A[l] : | < o[A[2] : ] < ... < g[A[n + 1] ].
Definice: Longest Common Prefiz Array L, pro slovo o je posloupnost, v niz L, [i] :=
LCP(A,[i], As[i + 1]).
Véta: Suffixovy strom pro slovo o$ je linearné ekvivalentni s dvojici (Ay, Ly ). [Jinymi
slovy, kdyZz mame jedno, mzeme z toho v linedrnim ¢ase spocitat druhé, a naopak.]
Dikaz: Kdyz projdeme ST(0$) do hloubky, pofadi listti odpovida A, a pismenkové
hloubky vnitinich vrcholii v inorderu odpovidaji L,. Naopak ST(c) ziskdme tak, ze
sestrojime kartézsky strom pro L, (ziskdme vnitini vrcholy ST), doplnime do néj

listy, pfifadime jim suffixy podle A, a nakonec podle listi rekonstruujeme nalepky
hran. v

Rekurzivni konstrukce

Tento algoritmus konstruuje pro slovo o délky n jeho suffix array a LCP array v ¢ase
O(n+Sort(n, X)), kde Sort(. ..) je ¢as potfebny pro settidéni n symboli z abecedy X.
V kombinaci s pfedchozimi vysledky ndm tedy davé linedrni konstrukci ST (o) pro
libovolnou fixni abecedu.

Algoritmus: (Konstrukce A a L podle Kérkkiinena a Sanderse [22])

1. Redukujeme abeceduna 1...n: ve vstupnim slovu je nejvyse n riznych
znaktl, takze je staci setfidit a precislovat.
2. Definujeme slova o, 01, 02 nasledovné:

ooli] == (0[3i], o[3i + 1], 0[3i + 2])
o1li] == (o[3i + 1], 0[3i + 2], 0[3i + 3])
oali] := (o[3i + 2], o[3i + 3], o[3i + 4])

Vsechna oy jsou slova délky ~ n/3 nad abecedou velikosti n3. Do-
volime si mirné zneuzivat notaci a pouzivat symbol oy, i jejich pfepis
do abecedy puvodni.

3. Zavolame algoritmus rekurzivné na slovo ogoy, ¢imz ziskdme Ag; a
L()l.

95



4.7 Ap1 a Loy vydélime Ay = Ay, A1, Lo a Ly. Také si pro kazdy prvek
A; zapamatujeme, kde se v Ag; vyskytoval.

5. Dopoditame Ay: Jelikoz oqfi : | =0[3i+2: ]| =0[3i +2]0[3i +3 : ] =
0[3i + 2]ogli + 1 : | a vSechna og[é : | uz mame setfidénd, miuzeme
vSechna o3]i : | setfidit dvéma prichody pFihradkového tiidéni.

6. Dopocitame Ly: Stejnym trikem jako A, — pokud jsou prvni pisme-
na riznd, je spoleény prefix prazdny, jinak ma délku 1 4+ LCP(og[i +
1:],00[j+1:]) =1+ min;t1<k<j+1 Lolk]. Minimum zvlddneme pro
kazdou dvojici 7, j spocitat v konstantnim ¢ase pomoci datové struk-
tury pro intervalovid minima.

7. Ag, Ar, Ay ™S A — slévame tii setiidéné posloupnosti, takze staci
umeét prvky libovolnych dvou posloupnosti v konstantnim ¢ase porov-
nat:

ooli : ] < o1]j : | podle zapamatovanych pozic v Ag;
ooli 1] < oolk: ]| =0[3ilo1fi: ] < o[3k + 2] o[k + 1 :]
& (0[3i] < o3k +2]) Vv
(o[3i] =08k + 2] Ao1li: ] < oplk+1:])
olj:]<oglk:]=0[3j+1]0[3j+2]oolj +1:]<
o3k +2]o[3k+3]oi[k+1:]

8. Dopocitame L — pokud sousedi suffix ze 0g,1 se suffixem ze ¢ 1, vy-
¢teme vysledek piimo z Lg1. Pokud sousedi o9 se o2, staéi pouzit uz
spocitané Lo. Pokud sousedi o1 se o2, odebereme prvni jeden nebo
dva znaky, ty porovname samostatné a v piipadé shody zbude suf-
fix ze og a suffix ze o1 (stejné jako pfi slévani) a pro ty dokdzeme L
dopocitat pomoci struktury pro intervalovid minima v Lq;.

Analyza €asové sloZitosti: Ttidéni v prvnim volani trvd Sort(n,X), ve vSech ostat-
nich volanich je linedrni (trojice ¢isel velikosti O(n) muZeme t¥idit t¥iprachodovym
pfihradkovym tiidénim s O(n) pfihradkami). Z toho dostavame:

T(n)=T(2/3-n)+ O(n), atedy T'(n) = O(n).

Ukkonenova inkrementalni konstrukce

Ukkonentiv algoritmus [39] konstruuje suffixovy strom bez dolart inkrementdlné:
zalne se stromem pro prazdné slovo (ten ma jediny vrchol, a to kofen) a postupné
pridava dalsi znaky na konec slova. To zvladne v éase O(1) amortizované na pfidani
jednoho znaku. Pro slovo o tedy dokaze sestrojit ST v ¢ase O(|o]).

Budeme predpokladat, zZe hrany vedouci z jednoho vrcholu je mozné indexovat
jejich prvnimi pismeny — to bezpecné plati, pokud je abeceda pevna; neni-li, mtzeme
si pomoci hashovanim.
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Pozorovani: Kdyz slovo o rozsifime na ca, ST se zméni nasledovné:

1. Pokud byl nevnoreny suffix slova o, je i fa nevnofeny suffix oa. Z toho
vime, Ze listy ztstanou listy, pouze jim potfebujeme prodlouzit nalepky.
PomiiZzeme si snadno: zavedeme otevrené hrany, jejichz nalepka je ,,od po-
zice i do konce®. Listy se tak o sebe postaraji samy.

2. Pokud S bylo vétvici slovo, ziistane nadale vétvici — tedy vnitini vrcholy
ve stromu zlstanou.

3. Pokud $ byl vnofeny suffix (tj. vnitini ¢ skryty vrchol), pak se Ba budto
vyskytuje v o, a tim padem je to vnoreny suffix nového slova a strom neni
nutné upravovat, nebo se v ¢ nevyskytuje a tehdy pro néj musime zalozit
novou odbocku a novy list s otevienou hranou.

Vime tedy, co vSechno musi algoritmus ve stromu pfi rozsifeni slova upravit,
zbyva vyrtesit, jak to udélat efektivné. K tomu se hodi par definic a lemmat:
Definice: Aktivni suffiz a(o) fikdme nejdelsimu vnofenému suffixu slova o.

Lemma: Suffix ( slova o je vnofeny < |3| < |a(0)].

Diikaz: Kazdy suffix vnofeného suffixu je opét vnoreny. @
Lemma: Pro kazdé o, a plati: a(ca) je suffixem «(o)a.

Dikaz: a(oa) i a(o)a jsou suffixy slova oa, a proto sta¢i porovnat jejich délky. Slovo
B := ,a(oa) bez koncového a* je vnofenym suffixem v o, takze |3| < |a(0)], a tedy
také |a(oa)| = |Ba| < |a(o)al.

Definice: Suffix Sa je zraly = ( je vnofeny suffix o, ale Sa neni podslovem o (tedy
musime pro néj pfi pfidavani znaku a k aktudlnimu slovu o zaklddat novy vrchol).
Lemma: Suffix § je zraly < |a(o)a| > |Ga| > |a(oa)|.

Diikaz: Jelikoz (3 je vnofenym suffixem o, musi platit prvni nerovnost. Aby byl zraly,
musi také nebyt vnofenym suffixem ca, a tomu odpovida druhé nerovnost. v
Idea algoritmu: Udrzujeme si « = (o) a pii pfidani znaku a zkontrolujeme, zda aa
je stale vnoreny suffix. Pokud ano, nic se neméni, pokud ne, pfiddme vnitini vrchol,
« zkratime zleva o znak a testujeme dal.

Analjza: Uprav stromu provedeme O(1) amortizované (kazd4 tiprava slovo a zkrati,
kazdé pfidani znaku ho prodlouzi o znak, takze vSech zkraceni je O(|o|)). Stacéi tedy
ukazat, jak provést ipravu v (amortizované) konstantnim Gase, k ¢emuz potiebuje-
me « reprezentovat Sikovné a také si udrzovat pomocné informace (zpétné hrany),
abychom umeéli rychle zkracovat.

Definice: Referenéni pdr je dvojice (w,7), v niz m je vrchol stromu a 7 libovolné
slovo. Tento par popisuje slovo m7. Referenéni par je kanonicky, pokud neexistuje
hrana vedouci z vrcholu 7 s nalepkou, kterd by byla prefixem slova 7.

Pozorovani: Ke kazdému slovu existuje pravé jeden kanonicky referenéni par, ktery
ho popisuje. VSimnéte si, Ze je to ze vSech referencnich part pro toto slovo ten
s nejdelsim 7 (nejhlubsim vrcholem).

Definice: Zpétna hrana back[r] vede z vrcholu w do vrcholu, ktery je ze vSech vrcholt
nejdelsim vlastnim suffixem slova .

57



Pozorovani: Zpétné hrany jsme sice zavedli stejné obecné, jako se to déla pii kon-
strukci vyhledévacich automatii podle Aha a Corasickové [1], ale v nasem ptipadé
se back pro vnitini vrcholy chova daleko jednoduseji (a na zadné jiné ho potiebovat
nebudeme): pokud je 7 vnitini vrchol, musi to byt vétvici podslovo, a tim padem
kazdé jeho zkraceni zleva musi byt také vétvici podslovo. Tedy back(w) d& 7 bez
prvniho znaku, a to se ndm bude hodit pfi zkracovani suffixi.

Algoritmus podrobnéji: (Doplnili jsme detaily do pfedchoziho algoritmu.)
1. Vstup: a = a(o) reprezentovany jako kanonicky referenéni par (w,7),
T suffixovy strom pro ¢ a jeho funkce back, novy znak a.
2. Zjistime, jestli aa je pfitomen ve stromu, a pripadné ho zalozime:

3. Pokud 7 = ¢: (o = 7 je vnitini vrchol)

4. Vede-li z vrcholu 7 hrana s nélepkou zac¢inajici znakem a, pak
je pritomen.

5. Nevede-li, neni pfitomen, a tak pfidame novou otevienou hra-

nu vedouci z w do nového listu.
6. Pokud 7 # &: (« je skryty vrchol)

7. Najdeme hranu, po niz z m pokracuje slovo 7 (kterad to je,
poznédme podle prvniho znaku slova 7).

8. Pokud v popisce této hrany po 7 nasleduje znak a, pak je aa
pritomen.

9. Pokud nenasleduje, tak nebyl pfitomen, ¢ili tuto hranu roz-

délime: priddme na ni novy vnitini vrchol, do néjz povede
hrana s popiskou 7 a z néj zbytek ptivodni hrany a oteviena
hrana do nového listu.
10. Pokud aa byl pfitomen, tak « zkratime a test opakujeme:
11. Je-li m # €, nastavime 7 := back(w). V opatném pfipadé (jsme
v kofeni) zkratime 7 o znak zleva.

12. Par (m, ) uz popisuje zkracené slovo, ale nemusi byt kanonicky,
takze to jesté napravime:
13. Dokud existuje hrana vedouci z 7, jejiz popiska je prefixem

slova 7, tak se po této hrané posuneme, ¢ili prodlouzime 7
o tuto popisku a zkratime o ni 7.

14. Zpét na krok 2.

15. Pokud aa uz je pfitomen, zbyva pridat a k a a zastavit se:

16. T = Ta.

17. Kanonikalizace stejné jako v bodech 12-13.

18. Dopocitame zpétné hrany (viz nize).

19. Vystup: @ = «a(oa) coby kanonicky referenéni par (w,7), T suffixovy

strom pro ca a jeho funkce back.

(32)

(32) Dokonce jednodussi, protoze projdeme nejvyse jednu hranu.
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Casova sloZitost:

Kanonikalizace pracuje v amortizované konstantnim cCase, protoze kazda jeji
iterace zkrati 7 a za kazdé spusténi algoritmu se 7 prodlouzi jen jednou, a to o jeden
znak.

Priichodi hlavnim cyklem je, jak uz vime, amortizované konstantni pocet a
kazdy prichod zvladneme v konstantnim case.

Zbyvé dodat, jak nastavovat novym vrcholtim jejich back. To potfebujeme jen
pro vnitini vrcholy (na zpétné hrany z listd se algoritmus nikdy neodkazuje) a v8im-
neme si, ze pokud jsme zalozili vrchol, odpovida tento vrchol vzdy soucasnému a a
zpétna hrana z néj povede do zkraceni slova « o znak zleva, coz je presné vrchol,
ktery zaloZime (nebo zjistime, ze uZz existuje) v piisti iteraci hlavniho cyklu. V dalsi

vvvvvv

a tak mizeme vznik zpétné hrany o iteraci zpozdit a zvladnout to tak také v cCase
O(1).

Celkoveé je tedy ¢asova slozitost inkrementalniho udrzovani suffixového stromu
amortizované konstantni. V)

11. Kresleni grafii do roviny

Rovinné grafy se objevuji v nejriznéjsich praktickych aplikacich teorie grafi,
a tak okolo nich vyrostlo zna¢né mnozstvi algoritmu. I kdyz existuji vyjimky, jako
napiiklad jiz zminéné hledani kostry rovinného grafu, vétsina takovych algoritmi
pracuje s konkrétnim vnofenim grafu do roviny (rovinnym nakreslenim).

Proto se zaméfime na algoritmus, ktery zadany graf budto vnotf{ do roviny,
nebo se zastavi s tim, Ze graf neni rovinng. Tarjan jiz v roce 1974 ukézal [20], Ze
je to mozné provést v linedrnim case, ale jeho algoritmus je ponékud komplikovany.
Od té doby se objevilo mnoho zjednoduseni, prozatim vrcholicich algoritmem Boyera
a Myrvoldové [7], a ten zde ukdZzeme.

Taktéz jakmile uz néjaké rovinné nakresleni mame, 1ze z néj celkem snadno
vytvafet rovinna nakresleni s riznymi specidlnimi vlastnostmi. Za zminku stoji na-
ptiklad Schnydertv algoritmus [32] generujici v linedrnim ¢ase nakresleni, v némz
v8echny hrany jsou usecky a vrcholy lezi v miizovych bodech miizky (n—2) x (n—2),
a 0 néco jednodussi algoritmus [10] kreslici do mfizky (2n —4) x (n — 2).

Tak s chuti do toho ...

DFS a bloky

Pfipomertime si nejprve nékteré vlastnosti prohledavani do hloubky (DFS) a
jeho pouziti k hledadni komponent vrcholové 2-souvislosti (bloki).
Definice: Prohledavani grafu (orientovaného nebo neorientovaného) do hloubky roz-
déli E na ¢ty¥i druhy hran: stromové (po nichz DFS proslo a rekurzivné se zavolalo;
tyto hrany vytvéareji DFS strom orientovany z kofene), zpétné (vedou do vrcholu
na cesté mezi prohleddavanym vrcholem a kofenem, ¢ili do takového, ktery se pravé
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nachézi na zasobniku, a v tomto sméru si je zorientujeme), dopfedné (vedou do jiz
zpracovaného vrcholu leziciho v DFS stromu pod aktudlnim vrcholem) a zbyvajici
pricné (z tohoto vrcholu do jiného podstromu).

Lemma: Prohledavame-li do hloubky neorientovany graf, nevzniknou zddné dopredné
ani pricné hrany. V orientovaném grafu mohou existovat dopfedné a také pricné
vedouci ,,zprava doleva®“, tedy do dfive navstiveného podstromu.

Nyni uz se zaméfime pouze na neorientované grafy ...

Lemma: Relace ,Hrany e a f lezi na spoleéné kruznici“ (znacime e ~ f) je ekviva-
lence. Jeji t¥idy tvofi maximalni 2-souvislé podgrafy (bloky). Vrchol v je artikulace
pravé tehdy, sousedi-li s nim hrany z vice bloku.

Pokud spustime na graf DF'S, je pfirozené testovat, do jakych blokt patii stro-
mové hrany sousedici s pravé prohledavanym vrcholem v: stromovéa hrana uwv, po kte-
ré jsme do v pFisli, a hrany vw; az vwy, vedouci do podstromt T3 az Ty, (zpétné hrany
jsou vzdy ekvivalentni s hranou uv). Pokud je uv ~ vw;, musi existovat cesta z pod-
stromu 7; do vrcholu u, kterd nepouzije pravé testované hrany. Takova cesta ale
miZe podstrom opustit pouze zpétnou hranou (stromové je zakdzand a dopfedné
ani piiéné neexistuji). Jinymi slovy wv ~ vw; préavé tehdy, kdyz existuje zpétna
hrana z podstromu T; do vrcholu u nebo bliZze ke kofeni.

Pokud nékterd dvojice vw;, vw; neni ekvivalentni pfes hranu wv (nebo pokud
hrana uv ani neexistuje, coz se nam v koteni DF'S stromu miiZe stat), lezi tyto hrany
v rtznych blocich, protoze T; a T; mohou byt spojeny jen pfes své kofeny (pfi¢né
hrany neexistuji). Ze zpétnych hran tedy ziskdme kompletni strukturu bloki.

Nyni si staci rozmyslet, jak existenci zpétnych hran testovat rychle. K tomu se
bude hodit:

Definice: Je-1i v vrchol grafu, pak:

e Enter(v) udava potadi, v némz DF'S do vrcholu v vstoupilo.

e Ancestor(v) je nejmensi z Entert vrchold, do nichz vede z v zpétnd hrana,
nebo 400, pokud z v Zadna zpétna hrana nevede.

e LowPoint(v) je minimum z Ancestor vrcholi lezicich v podstromu pod v,
vcetné v samého.

Pozorovani: Enter, Ancestor i Lowpoint vSech vrcholl lze spocitat béhem prohledé-
vani, tedy také v linedrnim case.
Rozpoznéavani blokt a artikulaci mtzeme shrnout do nésledujiciho lemmatu:

Lemma: Pokud v je vrchol grafu, u jeho otec a w jeho syn v DFS stromu, pak stromo-
vé hrany wv a vw lezi v tomtéz bloku (uv ~ vw) pravé tehdy, kdyz LowPoint(w) <
Enter(v), a v je artikulace pravé kdyz néktery z jeho synid w ma LowPoint(w) >
Enter(v). Kofen DFS stromu je artikulace pravé kdyZ mé vice nez jednoho syna.

Postup kresleni

Graf budeme kreslit v opa¢ném poradi oproti DFS, tj. od nejvétsich Entert
k nejmensim, a vzdy si budeme udrzovat blokovou strukturu jiz nakreslené ¢asti
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grafu, uspotfadanou podle DFS stromu — kazdy blok bude mit sviij kofen, s vyjimkou
nejvyssiho bloku je tento kofen soucasné artikulaci v nadfazeném bloku. Aby se ndm
tato situace snadno reprezentovala, miizeme artikulace naklonovat a kazdy blok pak
dostane svou vlastni kopii artikulace.

Také budeme vyuzivat toho, Ze nakresleni kazdého bloku, ktery neni most, je
ohraniceno kruznici, a mosty zdvojime, aby to pro né platilo také. Navic v libovolném
nakresleni mizeme kterykoliv blok spolu se vSemi bloky lezicimi pod nim pieklopit
podle kotenové artikulace, aniz bychom porusili rovinnost.

Pred nakreslenim zpétnych hran ...

... po ném (¢tverecky jsou externé aktivni vrcholy)

Vsimnéme si, ze pokud vede z néjakého uz nakresleného vrcholu jesté nena-
kreslena hrana, lze pokracovat po nenakreslenych hranach az do korene DFS stromu.
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Vsechny vrcholy, ke kterym jesté bude potieba néco pfipojit (takovym budeme Fikat
externé aktivni a hrandm rovnéz; za chvili to nadefinujeme formalng), proto musi
leZet v téZze sténé dosud nakresleného podgrafu a bez jmy na obecnosti si vybereme,
ze to bude vnéjsi sténa.

Zakladnim krokem algoritmu tedy bude rozsifit nakresleni o novy vrchol v a
o vSechny hrany vedouci z néj do jeho (jiz nakreslenych) DFS-néslednikii. Stromové
hrany piijdou nakreslit vzdy, pfidame je jako trividlni bloky (2-cykly) a nejsou-li to
mosty, brzy se néjakou zpétnou hranou spoji s jinymi bloky. Zpétné hrany byly az
donedéavna externé aktivni, takze pridani jedné zpétné hrany nahradi cestu po okraji
bloku touto hranou (tim vytvoFi novou sténu) a také mize sloucit nékolik bloku
do jednoho, jak je vidét z obrazka.

Bude se nam hodit, ze ¢as potfebny na tuto operaci je pfimo tmérny poctu
hran, které ubyly z vnéjsi stény, coz je amortizované konstanta.

Miuze se nam ale také stat, ze zpétnd hrana zakryje néjaky externé aktivni
vrchol. Tehdy musime nékteré bloky preklopit tak, aby externé aktivni vrcholy zu-
staly venku. Potfebujeme tedy datové struktury, pomoci nichz bude mozné preklapét
efektivné a co vic, také rychle poznavat, kdy je preklapéni potfebné.

Externi aktivita

Jestlize z néjakého vrcholu v bloku B vede dosud nenakreslend hrana, musi byt
tento vrchol na vnéjsi sténé, takze musi také zistat na vnéjsi sténé i vrchol, pres
ktery je B pripojen ke zbytku grafu. Proto externi aktivitu nadefinujeme tak, aby
pokryvala i tyto pripady:

Definice: Vrchol w je externé aktivni, pokud budto z w vede zpétna hrana do jes-
té nenakresleného vrcholu, nebo je pod w pfipojen externé aktivni blok, ¢ili blok
obsahujici alespon jeden externé aktivni vrchol.

Jinymi slovy vrchol w je externé aktivni pfi zpracovani vrcholu v, paklize
Ancestor(w) < Enter(v), nebo pokud pro nékterého ze synti z leziciho v jiném
bloku je LowPoint(x) < Enter(v). Druhd podminka funguje diky tomu, Zze kofen
bloku mé v tomto bloku pravé jednoho syna (jinak by existovala pf{¢nd hrana, coz
vime, Ze neni pravda), takze minimum z Ancestori vSech vrcholu lezicich uvnitf
bloku je pfesné LowPoint tohoto syna. Ve statickém grafu by se vSechny testy re-
dukovaly na LowPoint(w), ndm se ovSem blokova struktura priabézné méni, takze
musime uvazovat bloky v soucasném okamziku. Proto si zavedeme:

Definice: BlockList(w) je seznam v8ech blokti pfipojenych v daném okamziku pod vr-
cholem w, reprezentovanych jejich kofeny (klony vrcholu w) a jedinymi syny kofenti.
Tento seznam udrzujeme setfidény vzestupné podle LowPointt synt.

Lemma: Vrchol w je externé aktivni pii zpracovani vrcholu v, pokud je budto
Ancestor(w) < Enter(v), nebo prvni prvek seznamu BlockList(w) ma LowPoint <
Enter(v). Navic seznamy BlockList 1ze udrzovat v amortizované konstantnim case.

Diikaz: Prvni ¢ast plyne pfimo z definic. VSechny seznamy na zac¢atku béhu algo-
ritmu sestrojime v linedrnim case prihradkovym tfidénim a kdykoliv slou¢ime blok
s nadfazenym blokem, odstranime ho ze seznamu v pfislusné artikulaci. v
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Reprezentace bloku a preklapéni

Pro kazdy blok si potfebujeme pamatovat vrcholy, které lezi na hranici (nékteré
z nich jsou externé aktivni, ale to uz umime poznat) a bloky, které jsou pod nimi
pripojené. Dale jesté vnitini strukturu bloku véetné uvnitt pripojenych dalsich blokii,
ale jelikoz zaddné vnitini vrcholy nejsou externé aktivni, vnitfek uz neovlivni dalsi
vypocet a potfebujeme jej pouze pro vypsani vystupu.

Pro nase tucely bude stacit zapamatovat si u kazdého bloku, jestli je oproti
nadfazenému bloku preklopen. Tuto informaci zapiSeme do kofene bloku. Kazdy
vrchol na hranici bloku pak bude obsahovat dva ukazatele na sousedni vrcholy.
Neumime sice lokalné poznat, ktery ukazatel odpovida kterému sméru, ale kdyz se
néjakym smérem vydame, dokazeme ho dodrzet — staci si vzdy vybrat ten ukazatel,
ktery nas nezavede do pravé opusténého vrcholu.

Kazdy vrchol si také bude pamatovat seznam svych sousedi, podle orientace
bloku budto v hodinkovém nebo opa¢ném poradi. Chceme-li pfidat hranu, potfebu-
jeme tedy znat absolutni orientaci, ale to pijde snadno, jelikoz hrany pfidavame jen
k vrcholtim na hranici, poté co k nim po hranici dojdeme z kofene.

K preklopeni bloku véetné vSech podfizenych blok nam staci invertovat bit
v kofeni, pokud chceme preklopit jen tento blok, invertujeme bity i v kofenech vsech
podfizenych bloki, jez najdeme obchazenim hranice.

Na konci algoritmu spustime post-processing, ktery vSechny preklapéci bity
prenese ve sméru od kofene k potomkiim a urci tak absolutni orientaci vsech seznami
sousedi i hranic.

Zivy podgraf

Kdyz nakreslime novy vrchol v a z néj vedouci stromové hrany, musime obejit
kazdy podstrom, ve vhodném poradi nakreslit zpétné hrany do v a podle potreby
preklopit bloky. V podstromu ovsem muze byt mnoho bloki, které zadnou pozornost
nevyzaduji a béh algoritmu by zbytecné brzdily. Proto podobné jako externi aktivitu
nadefinujeme jesté Zivost vrcholu a ta bude odpovidat zpétnym hrandm vedoucim
do v.

Definice: Vrchol w je Zivy, pokud z n&j budto vede zp&tna hrana do pravé zpraco-
vavaného vrcholu v, nebo pokud pod nim je pfipojen zivy blok, tj. blok obsahujici
zivy vrchol. Neni-li zivy vrchol ¢i blok externé aktivni, budeme mu fikat interné
aktivni. Paklize neni vrchol/blok ani zivy, ani externé aktivni, budeme ho nazjyvat
neaktivni.

Pred prochézenim podstromi tedy nejprve probereme vSechny zpétné hrany
vedouci do v a oznacime zivé vrcholy. Pro kazdou zpétnou hranu potiebujeme ozivit
vrchol, z néjz hrana vede, dale artikulaci, pod niz je tento blok pfipojen, a dalsi
artikulace na cesté do v. Tedy pokazdé, kdyz vstoupime do bloku (néjakym vrcho-
lem na vnéjsi sténé), potfebujeme nalézt kotfen bloku. To udélame tak, Ze za¢neme
obchézet vnéjsi sténu obéma sméry soucasné, az dojdeme v nékterém sméru do ko-
fene. Navic si vSechny vrcholy, pfes néz jsme prosli, oznackujeme a prifadime k nim
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rovnou ukazatel na koien, tudiz po zadné ¢asti hranice neprojdeme vicekrat. (33

Vystupem této ¢asti algoritmu budou znacky u zivych vrcholid a u artikulaci
také seznamy podrizenych zivych blokt. Tyto seznamy budeme udrzovat usporada-
né tak, aby externé aktivni bloky nasledovaly po vSech interné aktivnich. To nam
usnadni praci v hlavni ¢asti algoritmu.

Lemma: Pro kazdy kofen trva znaéeni zivych vrchold ¢as O(k + 1), kde k je po-
¢et kreslenych zpétnych hran a [ pocet vrcholl, které zmizely z vnéjsi stény, ¢ili
amortizovana konstanta.

Dikaz: Alespon polovina vrchold, po nichz jsme v libovolném bloku prosli, zmizi
z vnéjsi stény, takze hleddni kofent bloki trva O(1). Pro kazdou zpétnou hranu
oznacime jeden vrchol jako zivy a pak pokracujeme hledanim kofent. v

Kresleni zpétnych hran

Nyni jiz mame vSe pfipraveno — datové struktury, detekci externich vrcholt a
oznacovani zivého podgrafu — a zbyva doplnit, jak algoritmus kresli zpétné hrany.
Jelikoz zpétné hrany vedouci do v nemohou zpisobit slouceni blokt lezicich pod v
(na to jsou potfeba zpétné hrany vedouci nékam nad v a ty jesté nekreslime), zpra-
covavame kazdy podstrom zvlast. Vzdy pridame trivialni blok pro stromovou hranu,
pod néj pripojime blokovou strukturu zatim nakreslené ¢asti podstromu a vydame
se po hranici této struktury nejdfive jednim a pak druhym smeérem.

Oba prichody vypadaji nasledovné: Prochazime seznam vrchold na hranici a
neaktivni vrcholy preskakujeme. Pokud objevime zZivy vrchol, nakreslime vse, co
z néj vede, pripadné se zanofime do zZivych blokd, které jsou pripojeny pod timto
vrcholem. Pokud objevime externé aktivni vrchol (pfipadné poté, co jsme ho oSet¥ili
jako zivy), prochazeni zastavime, protoZe za externé aktivni vrchol jiz nemizeme
po této strané hranice nic pripojit, aniz by se externé aktivni vrchol dostal dovnitf
nakresleni.

Pritom se fidime dvéma jednoduchymi pravidly:
Pravidlo #1: V kazdém zivém vrcholu zpracovavame nejdiive zpétné hrany do v, pak
podfizené interné aktivni bloky a koneéné podiizené externé aktivni bloky. (K tomu
se ndm hodi, Ze mame seznamy zivych podfizengch bloku set¥idéné.)
Pravidlo #2: Pokud vstoupime do dalsiho bloku, vybereme si smér, ve kterém bu-
deme pokracovat, nasledovné: preferujeme smér k interné aktivnimu vrcholu, pokud

takovy neexistuje, pak k Zivému externé aktivnimu vrcholu. Pokud se tento smér 1isi
od sméru, ve kterém jsme zatim hranici obchazeli, blok ptreklopime.

Casov4 slozitost této éasti algoritmu je linearni ve velikosti zivého podgrafu az
na dvé vyjimky. Jednou je konec prohledavani od posledniho zivého vrcholu k bodu
zastaveni, druhou pak vybirani strany hranice pfi vstupu do bloku. V obou mize-
me prochazet az linedrné mnoho neaktivnich vrcholi. PomiiZzeme si ovSsem snadno:

(33) Znagky ani nebude potieba mazat, kdyZ si u nich poznamename, ktery vrchol

byl kofenem v okamziku, kdy jsme znacku vytvorili, a znacky patfici ke starym
kofenim budeme ignorovat, resp. prepisovat.
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kdykoliv projdeme souvisly tisek hranice tvofeny neaktivnimi vrcholy, pfiddme po-
mocnou hranu, ktera tento tsek preklene. Muzeme ji dokonce pridat do nakresleni
a podrozdélit si tak vnéjsi sténu.

Hotovy algoritmus

Cely algoritmus bude vypadat takto:
1. Pokud mé graf vice nez 3n — 6 hran, odmitneme ho rovnou jako nero-
vinny.
2. Prohleddame graf G do hloubky, spoc¢teme Enter, Ancestor a LowPoint
v8ech vrcholtl.
3. Vytvorime BlockList vsech vrcholi prihradkovym tfidénim.
4. Prochéazime vrcholy v poradi klesajicich Entera, pro kazdy vrchol v:

5. Nakreslime vSechny stromové hrany z v jako trividlni bloky (2-
cykly).

6. Oznacime zivy podgraf.

7. Pro kazdého syna vrcholu v obchazime zivy podgraf nalezici k to-
muto vrcholu v obou smérech a kreslime zpétné hrany do v.

8. Zkontrolujeme, zda vSechny zpétné hrany vedouci do v byly na-

kresleny, a pokud ne, prohldsime graf za nerovinny a koncime.
9. Projdeme hotové nakresleni do hloubky a zorientujeme seznamy sou-
sedd.

Véta: Tento algoritmus pro kazdy graf dobéhne v ¢ase O(n) a pokud byl graf rovinny,
vyda jeho nakresleni, v opa¢ném pripadé ohlasi nerovinnost.

Diikaz: Prvni krok je korektni, jelikoZ pro vSechny rovinné grafy je m < 3n—6; nadale
tedy muzeme pfedpoklddat, ze m = O(n). Linedrni ¢asovou slozitost krokt 4-6 a 9
jsme jiz diskutovali, kroky 7—8 jsou linearni ve velikosti zivého podgrafu, a tedy také
O(n). Nakresleni vydané algoritmem je vZdy rovinné a vSechny stromové hrany jsou
vzdy nakresleny, zbyva tedy ukazat, ze zpétnou hranu mizeme nenakreslit jen pokud
graf nebyl rovinny. Tomu vénujeme zbytek kapitoly. Q

Dukaz korektnosti

Lemma: Pokud existuje zpétnd hrana, kterou algoritmus nenakreslil, graf na vstupu
neni rovinny.

Diikaz: Pro spor predpokladejme, Ze po zpracovani vrcholu v existuje néjaka zpétna
hrana wv, kterou algoritmus nenakreslil, ¢ili ze pfistup z v k w je v obou smérech
blokovan externé aktivnimi vrcholy. Rozborem piipadt ukazeme, ze tato situace vede
ke sporu budto s pravidly #1 a #2 nebo s rovinnosti grafu.

Oznac¢me B blok, ve kterém lezi na obou stranach hranice néjaké externé ak-
tivni vrcholy = a y a pod nimi je pfipojen néjakou cestou vrchol w. Takovy blok
musi urcité existovat, protoze jinak by algoritmus vSechny bloky na cesté z v do w
popteklapél tak, aby se hrana wv vesla. V grafu se tedy musi vyskytovat jeden z né-
sledujicich minort (do vrcholu u jsme kontrahovali celou dosud nenakreslenou ¢ast
grafu; vybarvena ¢ast odpovidd vnitiku bloku; hranaté vrcholy jsou externé aktivni):
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x x
M N
w w

Minor M pritom odpovida situaci, kdy v nelezi v bloku B. Tento pfipad snadno
vylou¢ime, protoze M je isomorfni s grafem K3 3. V grafu se proto musi vyskyto-
vat IN. Tento minor je ale rovinny, takze musime ukézat, Zze vnitfek bloku brani
nakresleni hrany vw dovnitf. Vzdy pak dojdeme k nékterému z nasledujicich nero-
vinnych minort (N az N3 jsou isomorfni s K33 a Ny s Kjs):

{1 w

1S

Uvazme, jak bude B vypadat po odebrani vrcholu v a hran z néj vedoucich:
a) prestane byt 2-souvisly — tehdy se zaméiime na bloky lezici na cesté xy:

1) w je artikulace na této cesté — BUNO je takova artikulace v DFS
prohledana po bloku obsahujicim x, ale pred y. Tehdy nam jisté
x nezabranilo v tom, abychom do w dosli (mfize blokovat jenom
jednu stranu hranice), takZe jsme se ve w museli rozhodnout, zZe
prednostné zpracujeme pokracovani cesty do y pred hranou vw, a to
je spor s pravidlem #1.
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2) w je v bloku pripojeném pod takovou artikulaci — aby se pravidlo #1
vydalo do y misto podfizenych bloki, musi byt alespon jeden z nich
externé aktivni, takze v G je minor NVj.

3) w je v bloku na cesté nebo pFipojen pod takovy blok — opét si vSim-
neme, ze do bloku jsme vstoupili mezi = a y. Abychom se podle
pravidla #2 rozhodli pro stranu, z niz nevede hrana vw, musela
na druhé strané byt také hrana do v, a proto se v grafu vyskytuje
minor M.

b) zistane 2-souvisly a vznikne z néj né&jaky blok B’ — tehdy rozebereme,

jaké hrany vedou mezi v a B’:

1) wice neZ dvé hrany — minor No.

2) alespori jedna hrana na ,horni“ cestu (to jest na tu, na niz nelezi w)
— minor Nj.

3) dvé hrany do z,y mnebo na ,dolni“ cestu — at uZ jsme vstoupili
na hranici bloku B’ kteroukoliv hranou, pravidlo #2 ndm feklo, ze
mame pokracovat vrchem, coz je mozné jediné tehdy, je-li na spodni
cesté jesté jeden externé aktivni vrchol, a to ddva minor Ny. V)

Poznamka: Podle tohoto dikazu bychom také mohli v linedrnim c¢ase v kaZzdém
nerovinném grafu nalézt Kuratowského podgraf, dokonce také v O(n), jelikoz kdyz
je m > 3n — 6, mizeme se omezit na libovolnych 3n — 5 hran, které urcité tvori
nerovinny podgraf.
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