0. Hales-Jewettova véta Martin Mares, dnor 2008

Tento textik je muj pokus o prevypravéni a ,pogeometri¢téni“ Shelahova di-

kazu Hales-Jewettovy véty, ktery jsem se naucil z Juknovy knizky Extremal Combi-
natorics.
Zakladni pojmy: Ozna¢me si A mnozinu {0,1,...,a — 1}. Jeji k-té kartézské moc-
niné A* budeme fikat k-rozmérna krychle nad A. Kazdy bod z € AF pak mtzeme
popsat k-znakovym retézcem nad abecedou A. Pokud do abecedy pridame jesté sym-
bol * (Zolik), mzeme se na fetézec a € (AU {x})* divat jako na funkci v : A — A*
takovou, Ze a(t) je slovo vzniklé ze slova « nahrazenim vsech vyskytda hvézdicky
hodnotou ¢. Takovému slovu (a také prislusné funkci) budeme fikat koren. Podobné
si zavedeme multikoren: to je slovo s vice druhy hvézdicek #1, ..., %, a odpovidd mu
funkce a(ty,...,t;) : A* — AF dosazujici ¢; na misto ;.

V krychli A* nas budou zajimat kombinatorické piimky (ptivlastek kombina-
torické budeme vétsinou vynechéavat). Kazda pfimka je jednoznaéné uréena néjakym
kofenem « a obsahuje body L, = {a(0),...,a(t—1)}. Jinymi slovy L, = «[A4], takze
kofen vlastné funguje jako vnofeni kanonické piimky {0,...,a — 1} do krychle. Po-
dobné miizeme zavést kombinatorické roviny a obecné /-dimenzionalni podkrychle.
Kazda takova je uréena multikofenem « s ¢ druhy hvézdicek a obsahuje body a[A],
¢ili je to opét vnofeni krychle A¢ do AF.

Véta (Hales-Jewettova): Pro kazdé a (délka hrany krychle) a r (pocet barev) exis-
tuje N = HJ(r,a) takové, ze obarvime-li body krychle AY pomoci r barev, vidy
existuje jednobarevnd kombinatoricka pirimka.

Diikaz: Fixujeme pocet barev r a budeme postupovat indukci podle a. Pro a = 1
je tvrzeni véty trividlni, zbytek vecera vénujeme na indukéni krok: jiz mame n =
HJ(r,a — 1), chceme nalézt (a hlavné ukazat, ze existuje) N = HJ(r,a).

Kam mifime: Potiebujeme si poridit krychli s o jednicku kratsi hranou,
abychom mohli pouzit indukci. Proto ze zadané krychle ,sloupneme slup-
ku“ (odstranime vsechny body, jejichz nékterd soufadnice je nulovd) a
aplikujeme induk¢ni predpoklad na oloupanou krychli. Indukce nam najde
jednobarevnou pfimku délky a — 1, my ji potfebujeme rozsitit na délku a.
To samoziejmé obecné nemusi jit, proto piedem zaridime, aby slupka by-
la obarvena stejné jako body, které lezi ,,tésné pod ni“. To zajistime tak,
ze misto celé ptivodni krychle budeme loupat néjakou jeji vhodnou pod-
krychli. Na to se nam bude hodit nasledujici pomocné tvrzeni.

Definice: Body =,y € A™ nazveme sousedni, pokud existuje souradnice ¢
takova, ze x; = 0 a y; = 1 a ve vSech ostatnich souradnicich je xz; = y;.
O obarveni x’ n-rozmérné podkrychle o[A™] budeme fikat, Ze je konsis-
tentnt, pokud pro kazdé dva sousedni body =,y € A™ plati, ze x'(a(z)) =
X' (e(y))-

Tvrzeni: Existuje N takové, Ze pro kazdé obarveni y : AN — [r] existuje
podkrychle a[A"] C AN obarvené konsistentné.
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Nez tvrzeni dokdZeme (a ukdzeme, kolik musi byt N), rozmyslime si, jak ho pouzit
ke kyzenému indukénimu kroku.

Nastavime N podle tvrzeni. Nepfitel ndm zad4 néjaké obarveni x : AN — [r].
My podle tvrzeni nalezneme podkrychli a[A™] obarvenou konsistentné a, jak za chvi-
li ukdzeme, najdeme jednobarevnou pfimku v této podkrychli. Jelikoz kazda takova
piimka je soucasné jednobarevnou piimkou v AV, indukéni krok bude hotov. Viim-
néme si, ze se sta¢i omezit na samotnou A™ a vilbec neuvazovat jeji vnotfeni do velké
krychle (vnofeni uréuje obarveni krychle A™ a piekldada piimky v A™ na stejné obar-
vené piimky v AY).

Mame tedy krychli A™ a néjaké jeji konsistentni obarveni. Tuto krychli omezime
na {1,...,a}" (,oloupeme ji“) a pouzijeme na ni indukéni pfedpoklad (v soufadni-
cich posunutych o 1, ale to je pouze formalni rozdil). Indukce ndm zaruéuje existenci
jednobarevné ptimky Lg = {#(1),...,8(a)} v oloupané krychli. Bod £(0) ovSem
musi mit stejnou barvu jako (1), protoze tyto dva body se mohou ligit pouze zmé-
nou nulovych soufadnic na jednicky, takZe jsou budto pfimo sousedi, nebo z jednoho
do druhého lze pres sousedy prejit. Nyni staci pouzit konsistenci obarveni a ziskat
tak jednobarevnou pfimku v celé krychli A™.

Dikaz tvrzeni: Multikofen «, ktery urcuje hledanou podkrychli, budeme hledat
ve specidlnim tvaru. Bude se skladat z blokd aq, ..., a, poloZenych za sebe, pficemz
blok «; bude mit délku N; a budou se v ném nachézet vyhradné hvézdicky i-tého
typu (a konkrétni hodnoty soufadnic). Parametry N; pfitom nastavime nésledovné:

i—1
nt TN
Ny =", Ni:r“( e J).

Hledana dimenze N pak bude pfirozené soucet N1 + ...+ N,.

Dostali jsme tedy né&jaké obarveni x : AN — [r] a chceme sestrojit bloky
ai, ..., o, hledaného multikofene. Budeme je konstruovat zpétnou indukci. Zacneme
prazdnou posloupnosti bloki. Kdyz pak budeme mit hotové bloky «;yq,...,a, a
budeme chtit sestrojit blok «;, budeme postupovat nasledovné. Oznac¢ime si M =
Nj + ...+ N;_; a uvazime funkee xo, . .., xn, : AMT?~% — [r] definované takto:

Xe(@1 o oY - Yn) = X1 20 1Y e (i) - - ().

(Funkce x; popisuje barvy néjakych bodii z AN vybranych tak, Ze na jes-
té nepouzitych soutfadnicich vystiidame vsechny kombinace hodnot, v i-té
souradnici vzdy pouzijeme néjakou kombinaci N; nul a jednicek a ve zby-
vajicich soufadnicich dosazujeme podle uz sestrojenych blokii.)

e PR v , —3 . M+n—i M+n
Vsimneme si, ze moznych funkci z AM*+7~% do [r] je pouze r° <r =N,

takze podle Holubnikova principut’) musi existovat k, ¢ takova, Ze yr = x¢ a k < £.

U Tomy6 Tomy6uu Iomy6rukos, bajny rusky matematik, soucasnik J. P. G. L.
Dirichleta. Spravné by tedy mélo byt ,,Golubnikovova®, ale to vite, tradice ...
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Obarveni x;, odpovida nastaveni a; = 0¥1Vi=F obarveni y, pak a; = 01V =%, Zvo-

lime tedy o; = Ok*gfkle, coz souhlasi s obojim, a pokracujeme predchozim blokem.

v v

(Na volbé ¢isel N; samoziejmé neni zhola nic magického, jsou nastavena
pravé tak, aby pravé pouzity holubnikovy argument fungoval, a nejsou
potteba nikde jinde.)

Takto sestrojeny multikofen o = aj ..., opravdu urcuje néjakou n-rozmérnou
podkrychli. Zbyva si uvédomit, ze je skuteéné obarvena konsistentné. Méjme néjaké
dva sousedni body z,y € A" takové, ze x; = 0, zatimco y; = 1. V podkrychli tedy
vystupuji jako a(x) a a(y). Pro jejich obarveni plati (k, £ a M si vyptjéime z kroku,
v némz jsme urcovali ay):

X(e(x)) = x(a1(@1) .. @im1(zio1)i(0) i1 (Tig1) - - an (7))

= x(z1... 20080 1% 1 (zi41) . . . an(2n)) pro n&jakd z1,. ..,z
k(21 2MYit1 - - Yn)

Z(Zl - AMYit1 - yn)

212 OF 1 Ry (i) - (22))

Oél( 1) - aim1(Yim1)ai(Dairs (Yia) - - an(yn))

a(y)).

Il
= R xR X X

(
(
(

Jesté trocha geometrické intuice: Kdyz mame hotovo a4, . .., y,, kazdé
nastaveni zbyvajicich soufadnic (prvnich M + N;) urcuje jednu (n — i)-
rozmérnou podkrychli v AN. Kazda volba t pak odpovida tomu, Ze si
ze vSech téchto podkrychli vybereme ty, které maji v soufadnicich pat-
ficich do i-tého bloku spravnou kombinaci nul a jednicek. Navic si tyto
podkrychle usporadame do posloupnosti C; lexikograficky. Funkce x: pak
neni nic jiného nez prumét obarveni x celé krychle na obarveni posloup-
nosti Cy.

Jelikoz je téchto posloupnosti dostatecné mnoho, existuji Cy a Cy
obarvené stejné. Kazda krychle z C}, pfitom vznikne posunutim odpovi-
dajici krychle z Cy o jednicku v souradnicich, ve kterych se piedepsané
nuly a jednicky lisi. Pokud piidame jesté dalsich a — 2 posunuti o ostatni
hodnoty, vytvoiime tim krychli o jednicku vyssi dimenze a jelikoz prvni
dvé posunuti byla obarvena stejné, je tato nova krychle v i-té dimenzi
obarvena konsistentné. Takovou krychli ovSsem mame pro libovolné na-
staveni predchozich M souradnic, takze v dal$im kroku miizeme pridat
konsistenci v (i — 1)-ni dimenzi a tak dale.

Dobre je to vidét na nasledujicim obrazku. Aby se nam vesel do Ctyr
dimenzi, zvolili jsme (nerealisticky) n =3, Ny =1, Ny =2a N3 =1 a
také nejjednodussi mozny pfipad r = 2, a = 2. Zastavili jsme se v oka-
mziku, kdy ag uz je urcéeno a chceme najit a. Zelené hrany jsou vsechny
1-dimenzionalni krychle vytvoiené posunutim kofene ag. Ty z nich, které
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spadaji do Cy (resp. barvi je xo), jsme si oznadili oranzové. Podobné Cy
hnédé a Cy modre. Nyni si vSimneme, Ze oranzova a hnéda konfigurace
jsou obarveny stejné, takze zvolime as = O%o. Tim se nam kazda krychle
v Cy spoji s odpovidajici krychli v C7 do fialové krychle o jednicku vét-
§i dimenze (pokud by bylo a > 2, piibrala by jesté dalsi svd posunuti,
ale ta nejsou zajimavé, protoze se jich konsistence netyks). Vsechny ta-
kové krychle (v nasem piipadé jsou dvé) pak postupuji do dalsiho kroku
indukce.

Q

Dusledek (Van der Waerdenova véta): Pro kazdé ¢ (délka posloupnosti) a r (pocet
barev) existuje N takové, ze v libovolném obarveni mnoziny [N] pomoci r barev
existuje jednobarevna aritmetickd posloupnost délky t.

Diikaz: Uvazme krychli K = [t]™ pro n&jaké n a funkci f : K — [tn] definovanou
predpisem f(z1,...,2,) = 21 + ...+ Z,. V8imnéme si, Ze pro libovolnou kombina-
torickou pfimku L v krychli K je f[L] aritmetickd posloupnost v [tn]. Stadi tedy
zvolit n = HJ(r, t) podle Hales-Jewettovy véty a nastavit N = tn. Libovolné zadané
obarveni mnoziny [tn] pak pfelozime funkci f na obarveni krychle K a nalezenou
monochromatickou p¥imku p¥elozime zpét do [¢tn] na jednobarevnou aritmetickou
posloupnost. Q

Mizeme dokazat i obecnéjsi verzi pracujici v d-rozmérném prostoru. Misto
aritmetickych posloupnosti pak budeme hledat homotetické kopie néjaké konecné
mnoziny H C Z%, coz budou mnoziny ve tvaru vy + AH pro vy € Z4, A € Z7.

Véta (Gallai, Witt): Pro kazdé d (dimenze) a kone¢nou mnozinu H C Z¢ plati, ze
v libovolném obarveni prostoru Z¢ koneéné mnoha barvami existuje jednobarevna
homoteticka kopie mnoziny H.



Diikaz: Oznacme si r pocet barev pouzitych v obarveni prostoru a vy, ...,v, body
mnoziny H. Podobné jako v pfedchozim dikazu uvazime krychli H™ pro néjaké n
a definujeme funkci f : H" — Z¢ ptedpisem f(x1,...,2,) = 1 + ... + T,. V&im-
neme si, ze kazdou pfimku L v krychli Z¢ tato funkce zobrazi na hometickou kopii
mnoziny H v Z%. Pro¢ to tak je? Necht je L = {a(v1),...,a(vs)} pro néjaky kofen
a = ai...qq. Pokud oy # *, prispéje o, ke vSem souctim f(a(v;)) stejné a tento
piispévek se schova do vg. Pokud naopak «; = *, pfispé&je k f(c(v;)) hodnotou v;.
Ke kazdému souctu tedy prispéje jednak konstanta, jednak néjaky pocet v; dany
poctem hvézdicek v kofeni «, ¢ili pro vSechna j stejny.

Ted uz zbyva pouzit Hales-Jewettovu vétu a nastavit n = HI(r,a). Kazdé
obarveni prostoru Z% nam uréi obarveni krychle H™, v té najdeme jednobarevnou
pfimku a tu prelozime zpét do Z¢ na homotetickou kopii H. Q

Ted uz pouze doddme, %e bychom mohli dokonce misto celého prostoru barvit
jen néjaky omezeny podprostor [N]? a najit jednobarevnou kopii H i tam. Jeho
velikost IV by pak samoziejmé zavisela na velikosti H a poctu pouzitych barev
(a ptislusnych Hales-Jewittovych ¢isel). Dikaz by byl tentyz.



