Jak se neztratit v lese

V jedné zemi za devatero horami byl jest jeden lesik. A jelikoz v oné zemi méli radi pora-
dek, lesik byl docista pravidelny. Lezel v roviné a tvofily ho kruhové stromy o poloméru 0,15,
jejichz stiedy lezely v bodech [z, y] s celo¢iselnymi soufadnicemi, které navic nemaji od pocatku
soutadnic vzdalenost vétsi nez 10 (jinymi slovy 2% +y? < 100). Navic v po¢atku soutadnic jeden
strom chybél.

Zde je plan lesika:

Otéazka je snadna: Pokud se postavite do pocatku, je vidét z lesika ven?

Reseni najdete na druhé strané.
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Jak se neztratit v lese — reseni

Z lesika vidét ven neni. Abychom to dokazali, pouzijeme nasledujici

Tvrzeni. M bud atvar v roving, ktery je
i) konvexni (s kazdymi dvéma body obsahuje i jimi urcenou tsecku),
ii) omezeny (nachdzi se cely v néjakém kruhu se stfedem v pocatku),
iii) soumérny podle pocatku (s kazdym bodem x obsahuje i bod —x) a

iv) ma plochu vétsi nez 4.

Potom M nutné obsahuje miizovy bod (to je bod s celociselnymi soufadnicemi) rizny od po-
catku.

Toto tvrzeni, jez je zvlastnim pripadem tzv. Minkowského véty, dokazeme za chvili. Nejdiiv
z né&j odvodime, Ze z lesika neni z pocatku vidét. Vedme pocatkem piimku p a obalme ji pé-
sem L tlustym 0,15 na kazdou stranu od p. Ukédzeme, Ze v priniku L s kruhem K, ktery ma
stfed v pocatku a polomeér 10, vzdy lezi miizovy bod rtzny od pocatku. Tim bude ukazano, ze
z pocatku ve sméru primky p opravdu nevidime. L N K jisté obsahuje obdélnik M o rozmérech
0,3 x 18, ktery mé stied v pocatku a jehoz delsi osa soumérnosti splyva s p. M spliuje vSechny
predpoklady Tvrzeni, zejména ma plochu 0,3 - 18 = 54 > 4. Obsahuje tedy mfizovy bod rtzny
od pocatku.

Diikaz Tvrzeni. Polozime 7" = (0,1) x (0,1) (zédkladni jednotkovy ctverecéek bez horni a
pravé strany) a, pro z € Z* (Z* je mnozina mifzovych bodt), M, = (3M + z) N T (primik M
zmenseného na polovinu a posunutého o vektor z s T'). Necht P(---) oznacuje plochu. Pak

> P(M.)=> P(T—2)niM)=P(EM)>1,

2€72 2€72

Pro¢? Prvni rovnost plyne z toho, Ze plocha se posouvanim nemeéni a M, — z = (T — 2) N %M .
Druha rovnost plyne z toho, Ze vSechny posuny 7" — z ¢tverecku T rozkladaji perfektné rovinu
(kazdy jeji bod se nachézi v pravé jednom posunu). Posledni nerovnost plyne z toho, Ze zmen-
senim velikosti na % se plocha zmensi na i. Diky (ii) maji obé sumy koneéné mnoho nenulovych
sCitanci.

Ale M, C T a P(T) = 1. Nékteré dvé mnoziny M, se tedy museji protnout (jinak by platilo
ST P(M,) < P(T) = 1): existuji 21, 20 € 72, 21 # 29, a 11,70 € M tak, Ze %:cl + 2z = %:cg + 2.
Pak ale %(:cl — X9) = 29 — 21 je hledany nenulovy miizovy bod v M: z3 — z1 je nenulovy miiZzovy
bod a 3(z1 — x2) je stied tsecky s konci ;1 a —xo — podle (i) a (iii) leZi v M. Tvrzeni je
dokazano.



