Jak otevrit sejf?

Jisty kédovy zamek je vybaven cervenym a zelenym tlacitkem a otevie se, pokud zadate
heslo slozené ze 3 zmacknuti tlac¢itka. Vsimli jste si, ze ho lze otevfit opravdu snadno: budete
mackat tlacitka podle nasledujici posloupnosti (zacit mizete kdekoliv) a dfive nebo pozdéji se
kazdé z osmi trojic objevi:

Jak by to vypadalo pro vétsi pocet tlacitek? Chtéli bychom sestrojit co nejkratsi cyklickou
posloupnost barev, ve které se postupné vyskytnou vsSechny n-tice barev. Takova posloupnost
jisté nemtze byt kratsi, nez kolik je vSech n-tic, tedy 2". Piekvapivé, tohoto poctu lze vzdy
dosédhnout.

Zkuste prijit na to, jak to udélat, a pokud vas nenapadne obecny postup, zkuste to pro
n =4.

Reseni najdete na druhé strané.
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Jak otevrit sejf — reseni

Hledana posloupnost pro n = 4 mtze vypadat napiiklad takto:

Jeden z nejhezcich zptisobl, jak takovou posloupnost sestrojit pro obecné n, vyuziva zna-
mou vétu o kresleni obrazkt jednim tahem. Konkrétné o kresleni orientovanych grafi. To jsou
,obrazky®“ slozené z bodii, kterym budeme tikat wvrcholy, a jejich spojnic, ty budeme nazyvat
hrany. Kazda hrana bude orientovand, tzn. budeme rozlisSovat, kde mé zac¢atek a kde konec (bu-
deme ji tedy kreslit jako sipku). Graf nazveme souwvisly, pokud se da z kazdého vrcholu dostat
po Sipkach do kazdého jiného vrcholu.

To, které grafy je mozné nakreslit jednim uzavrengm tahem (tj. takovym, ktery skonéi tam,
kde zacal), jde popsat velmi snadno. Plati totiz:

Véta: Orientovany graf je mozné nakreslit jednim uzavienym tahem pravé tehdy, je-li sou-
visly a pro kazdy vrchol plati, Ze do néj vchazi stejny pocet hran, jako z néj vychazi.

Dtikaz této véty je snadny a najdete ho naptiklad v Kapitolach z diskrétni matematiky od
pant Matouska a Nesetrila.

My tuto vétu pouzijeme na nasledujici graf, zvany de Bruijntv:

De Bruignuv graf pro n = 4. Za obrazek dékujeme Davidu Eppsteinouvi.

Jak tento graf vznikl? Jeho vrcholy jsou vSechny uspofddané (n — 1)-tice barev (respek-
tive ¢isel 0 a 1). Hrany existuji dvou druhii: éervené a zelené. Z vrcholu x vede Cervena hrana
do vrcholu y praveé tehdy, kdyz y vznikne z x smazanim prvni ¢islice a pfipsanim nuly na konec.
Podobné zelené hrany odpovidaji pripsani jednicky.

Snadno nahlédneme, Ze de Bruijniiv graf je pro kazdé n souvisly a do kazdého jeho vrcholu
vchazeji dvé hrany a vychéazeji také dvé. Splnuje tedy podminky véty, takze ho lze nakreslit
jednim uzavienym tahem. A poradi barev na tomto tahu je pfesné hledana posloupnost.



